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前 着 


海上 运输 是 交通 运输 的 重要 组 成 部 分 ,在 促进 外 贸 运输 发 展 和 推动 对 外 贸易 增长 等 方面 
以 其 他 运输 方式 不 可 比拟 的 优势 发 挥 出 越 来 越 重要 的 作用 。 

大 连 海事 大 学 作为 我 国 唯一 的 国家 重点 航海 类 专业 院 校 ,多 年 来 为 我 国 乃 至 国际 海上 运 
输 业 培养 了 大 量 的 航海 类 专业 高 级 人 才 ,对 促进 航运 业 的 发 展 起 到 了 重要 作用 。 近 年 来 , 随 着 
科学 技术 的 进步 和 交通 运输 业 的 发 展 ,学 校 针对 航海 类 专业 的 鲜明 特色 ,在 人 才 培 养 方案 、 教 
学 内 容 及 课程 体系 改革 等 方面 进行 了 一 系列 的 研究 和 实践 。 在 此 基础 上 ,我 校 组 织 编写 出 一 
套 与 新 的 培养 方案 、 教 学 内 容 及 课程 体系 相 适应 的 航海 类 专业 精品 系列 教材 , 旨 在 加 强 航 海 类 
专业 建设 ,提高 航海 类 人 才 培 养 的 质量 和 水 平 ,进一步 推动 高 等 航海 教育 的 发 展 。 

为 了 保证 航海 类 专业 精品 系列 教材 顺利 出 版 ,学 校 在 人 力 、 物 力 和 财力 等 方面 予以 充分 保 
证 。 组 织 校内 航海 类 专业 的 资深 专家 、 上 骨干 教师 和 管理 干部 做 了 大 量 工作 ,从 筹备 调研 、 编 
写 、 评 审 直 至 正式 出 版 ,历时 三 载 有 余 。2005 年 5 月 ,学校 先 后 组 织 召 开 了 两 次 航海 类 专业 教 
学 改革 研讨 会 ,来 自 交 通 部 海事 局 .辽宁 海事 局 、 中 国 远洋 运输 (集团 ) 总 公司 、 中 国 海运 ( 集 
团 ) 总 公司 \ 中 国 船 级 社 等 单位 的 专家 为 教材 编写 的 筹备 工作 提出 了 中 肯 的 意见 和 建议 。 
2006 年 初 ,教材 编写 工作 正式 启动 ,确定 重新 编写 航海 类 专业 教材 22 种 ,其 中 航海 技术 专业 
教材 13 种 、 轮 机 工程 专业 教材 9 种 。 教 材 编写 大 纲 先后 征求 了 中 国 远洋 运输 (集团 ) 总 公司 、 
中 国 海运 (集团 ) 总 公司 及 大 连 海事 大 学 等 单位 10 多 位 专家 的 意见 。 学 校 组 织 教材 主要 编写 
人 员 分 赴 北 京 天 津 、 青 岛 上 海 、 广 州 . 武 汉 及 厦门 等 多 家 航运 企 事业 单位 进行 调研 ,收集 了 大 
量 的 最 新 技术 资料 ,同时 听取 了 有 关 领 导 和 专家 的 意见 。2007 年 我 校 先 后 召开 了 五 次 评审 
会 ,来 自 交通 部 海事 局 、 驻 英 大 使 馆 海事 处 .中 国 海事 服务 中 心 考试 中 心 .辽宁 海事 局 、 山 东海 
事 局 中 国 远洋 运输 (集团 ) 总 公司 、 中 国 海运 (集团 ) 总 公司 .大连 港 引航 站 、 上 海 海事 大 学 、 海 
军 大 连 舰艇 学 院 、 大 连 水 产 学 院 、 集 美 大 学 青岛 远洋 船员 学 院 及 大 连 海事 大 学 等 单位 的 多 位 
专家 对 22 种 教材 的 初稿 就 内 容 、 文 字 及 体例 等 方面 逐一 评审 ,反复 推荐 , 几 易 其 稿 ,逐步 完善 ， 
反复 审核 ,最 终 正式 出 版 。 该 套 教材 中 共有 16 种 教材 人 选 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规 
划 教 材 。 

这 套 航海 类 专业 精品 系列 教材 以 履行 修订 后 的 STCW 公约 为 前 提 , 结 合 海上 运输 业 发 展 
的 国际 性 和 信息 性 等 特点 ,以 更 新 教学 内 容 为 重点 ,对 原 有 教材 做 了 大 量 的 增删 与 修改 ,注重 
理论 基础 及 内 容 阐述 的 逻辑 性 和 准确 性 ,力求 反映 国内 外 航海 科技 领域 的 新 成 就 与 新 知识 , 适 
应 21 世纪 海上 运输 业 对 航海 类 人 才 的 知识 能 力 和 素质 结构 的 要 求 ,兼顾 各 教材 内 容 之 间 的 
衔接 与 整合 ,避免 重复 与 遗漏 。 我 衷心 的 希望 ,通过 全 体 编写 人 员 的 不 懈 努 力 ,这 套 精品 系列 
教材 ,能 够 进一步 加 强 我 校 航 海 类 专业 的 建设 ,为 国内 兄弟 院 校 航海 类 专业 的 发 展 提供 有 益 的 
借鉴 ,为 我 国 高 等 航海 教育 发 展 尽 微薄 之 力 。 

教材 在 编写 和 出 版 过 程 中 ,得 到 了 方方面面 领导 、 专 家 和 同仁 的 大 力 支持 和 热心 帮助 ( 具 
体 名 单 附 后 ) 。 我 谨 代 表 大 连 海事 大 学 及 教材 编写 全 体 成 员 对 以 上 单位 和 个 人 致 以 最 诚挚 的 
谢意 。 各 位 专家 和 同仁 渊博 的 专业 知识 、 严 谨 的 治学 态度 、 精 益 求 精 的 学 术 风 范 以 及 细致 入微 
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的 工作 作风 为 教材 的 顺利 出 版 作出 了 卓越 的 贡献 ,在 很 大 程度 上 可 以 说 ,这 套 教材 的 成 功 出 
版 ,是 全 体 编写 人 员 ,各 港 航 企 事 业 的 单位 的 领导 、 专 家 和 同仁 共同 努力 的 成 果 。 

航海 类 专业 精品 系列 教材 的 编写 是 一 项 繁重 而 复杂 的 工作 ,鉴于 时 间 和 人 力 等 方面 的 因 
素 ,这 套 教材 在 某 些 方面 还 不 是 十 分 完善 ,缺点 和 不 妥 之 处 在 所 难免 ,希望 同行 专家 不 音 指正 。 
同时 ,希望 以 此 为 契机 ,吸引 更 多 航海 技术 领域 的 专家 、 学 者 参与 到 这 项 工作 中 来 ,为 我 国航 海 
教育 献计 献策 ,为 我 国 乃 至 国际 海上 运输 事业 培养 出 大 量 高 素质 的 航海 类 专业 人 才 。 


大 连 海事 大 学 校长 HV 


2008 年 3 月 
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编者 的 话 


随 着 我 国 加 入 WTO， 世 界 经 济 全 球 化 的 脚步 不 断 加 快 ， 全 球 贸 易 量 也 加 快 增长 ， 而 全 
球 贸 易 中 90% 以 上 的 货物 是 通过 水 上 运输 完成 的 ， 因 此 ， 水 上 运输 具有 其 他 任何 运输 方式 所 
无 法 替代 的 特殊 地 位 和 重要 作用 。 我 国 是 一 个 航运 大 国 ， 海 员 数 量 众多 ， 提 高 我 国 海员 的 综 
合 素质 ， 保 持 其 在 海员 市 场 的 竞争 力 意义 十 分 重大 。 

航海 技术 的 进步 对 航海 人 员 的 素质 提出 了 更 高 的 要 求 。 现 代 航 海 要 求 航海 人 员 必 需 具 有 
扎实 的 现代 科学 技术 的 基础 知识 ， 用 理论 指导 实践 ， 通 过 实践 积累 和 丰富 航海 经 验 ， 在 各 种 
复杂 的 航海 环境 下 具有 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 力 。 为 顺应 时 代 发 展 需 要 ， 满 足 航海 高 等 教 
育 的 更 高 要 求 ， 本 书 在 编写 过 程 中 ， 注 意 了 培养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 了 既 保 证 了 
必需 的 理论 基础 知识 , 又 根据 本 专业 需要 确定 了 其 深度 和 广度 ,力求 简明 、 准 确 , 深入 浅 出 ， 
具有 较 好 的 适用 性 和 系统 性 。 本 书 是 高 等 航海 类 驾驶 专业 的 主要 专业 基础 课 教材 ， 也 可 供 船 
长 、 驾 驶 员 、 航 运 公司 管理 人 员 、 科 研 和 教学 的 科技 人 员 参 考 。 

本 书 由 戴 冉 、 王 越 主编 。 

本 书 由 丁 勇 主 审 。 

本 书 插图 由 丁 勇 、 刘 德 新 采用 计算 机 绘制 。 

由 于 编者 水 平 有 限 ， 时 间 仓 促 ， 书 中 必然 存在 一 些 缺 点 和 错误 ， 歼 希 读者 批评 指正 。 


ж 者 
2009 年 12 月 
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第 一 章 ”航海 数值 内 插 


计算 方法 (数值 分 析 ) 亦 称 之 为 科学 计算 ， 其 核心 思想 就 是 通过 有 限 步 的 加 、 减 、 乘 、 除 
四 则 运算 得 到 某 个 连续 变量 的 近似 值 。 极 限 论 为 近似 计算 提供 了 理论 依据 ， 如 果 一 个 无 限 序 
列 {x} 收 敛 于 菜 个 极限 值 x**， 那 么 我 们 可 用 这 个 序列 中 的 某 个 元 素 xw 作 为 x 的 近似 值 。 只 要 
序号 入 取得 足够 大 ， 那 么 xw 与 x 的 差 值 xw- х | 就 不 会 超过 某 个 预先 给 定 的 充分 小 的 正 数 е. 
利用 泰勒 (Taylor) 展 式 , 可 以 把 某 个 充分 光滑 的 实 函 数 hx) 表示 为 一 个 项 数 为 无 限 多 的 多 项 式 ， 
再 利用 极限 理论 ， 我 们 可 以 取 这 个 多 项 式 的 前 N 项 近似 表示 fx)， 从 而 可 以 通过 有 限 步 四 则 
运算 得 到 x) 的 近似 值 。 

如 果 说 极限 理论 和 泰勒 展开 式 为 我 们 在 更 大 范围 内 进行 近似 计算 提供 了 理论 依据 ， 那 么 
内 插 法 ( 亦 称 插值 法 ) 则 进一步 为 近似 计算 提供 了 实践 指南 。 对 于 实际 问题 来 说 ， 通 常 需要 计 
算 某 个 适当 光滑 的 实 函数 x) 在 某 个 适宜 的 区 间 [a,b] 内 的 任 一 点 处 的 函数 值 ， 而 且 不 希望 花 
费 太 多 的 计算 时 间 。 只 要 这 个 区 间 的 长 度 不 太 大 ， 可 以 事先 采用 其 他 方法 计算 出 区 间 内 的 少 
量 几 个 离散 点 xo, X1, x 处 的 函数 值 (хо), fx1),…, fxn)， 接 下 来 再 构造 相应 的 n KRIET n 
次 的 插值 多 项 式 p(x)， 并 利用 p(x) 进 行 相 应 的 计算 。 

在 现代 航海 实践 中 经 常 需要 进行 各 种 计算 ， 例 如， 借助 专用 表册 进行 天 文 计算 ,借助 图 
表 进 行货 运 计算 ， 借 助 计算 器 或 计算 机 进行 各 种 业务 计算 等 。 随 着 计算 机 的 普及 ， 替 代 了 大 
量 的 烦琐 的 人 工 计算 ,但 是 由 于 航海 专业 的 特点 和 习惯 ,还 保留 许多 专业 表册 和 图 表 ， 需 要 
航海 人 员 去 查 算 。 本 章 主要 介绍 利用 航海 专业 表册 进行 航海 数值 计算 的 基本 方法 一 一 内 插 法 。 

在 航海 数值 计算 中 , 经 常 要 用 到 一 些 专用 表册 , 这 些 表册 都 是 按 一 定 的 函数 关系 编排 的 ， 
Ш: у= /CD 。 根 据 已 知 的 zx 值 ， 查 表 可 求 得 > 值 。 但 是 表 内 不 可 能 一 一 列 出 所 有 的 x 值 和 对 
应 的 y 值 , 也 就 是 说 , 已 知 的 x 值 和 对 应 的 了 值 可 能 正好 介 于 两 表 列 数值 之 间 , 这 时 根据 xz 值 ， 
利用 表 列 数值 求 取 y 值 的 方法 称 为 内 插 法 。 以 自 变 量 x 为 引 数 ， 查 表 求 取 函 数值 y 称 为 内 插 
( 正 内 插 )， 内 插 的 逆 运 算 称 为 反 内 插 。 按 自 变量 的 个 数 可 分 为 单 内 插 (1 个 自 变 量 )、 双 内 插 (2 
个 自 变 量 ) 等 。 根 据 函 数 的 性 质 可 分 为 比例 内 插 、 变 率 内 插 等 。 


第 一 节 ”比例 内 插 


一 、 比 例 内 插 (interpolation by proportional parts) 
1 比例 单 内 插 (一 元 函数 ) 

比例 单 内 插 是 航海 上 较 常 用 的 内 插 方 法 之 一 。 
已 知 函 数 f(x) ШЖ 1-1-1 所 示 。 


表 1-1-1 AXE 
引 数 ( 自 变量 ) 


х0 








Xl 


利用 比例 内 插 求 位 于 表 列 数值 m Т х 之 间 的 自 变量 x( 查 表 引 数 ) 所 对 应 的 函数 值 y。 

若 把 函数 /(x) ХЕ (хо, xz) 区 间 看 成 线性 函数 进 

行内 插 。 由 图 1-1-1 可 见 ， 三 角形 abc 和 三 角形 
aed 相似 ， 则 对 应 边 成 比例 ， 即 
У—%._*=% 
NR IR 


=, 





у=у,+ (у-у) 
х= х 





= у, +P x) 
X% =% 





(1-1-1) 

AP: у-у, 96; 图 1-1-1 比例 内 插 几 何 意义 示意 图 
x 一 一 一 表 间 距 ; 
X-X 内 插 间距 。 


上 式 即 是 比例 单 内 插 计算 公式 。 


比例 单 内 插 的 几何 意义 是 采用 表 列 两 点 (to0，yo)，(x1，y1) 间 的 直线 ac 代替 曲线 ac 进行 内 
插 ， 即 以 弦 代 替 曲 线 进行 内 插 。 

由 图 1-1 可 看 出 ， 如 果 f(x) 为 线性 函数 (直线 cc )， 利 用 线性 内 插 求 得 的 值 没有 误差 ; 
如 果 f(x) 为 非 线性 函数 (曲线 ac )， 利 用 线性 内 插 求 得 的 y ЇЇ ау 误差 。 因 此 : 

(1) 为 计算 简便 ， 只 要 在 误差 允许 的 范围 内 ， 均 可 采用 线性 内 插 。 

(2) 对 非 线性 函数 ， 表 间距 越 小 ， 利 用 线性 内 插 求 得 的 函数 值 的 误差 越 小 。 

例 1-1-1: 某 船 静水 力 特性 参数 表 内 容 如 表 1-1-2 所 示 。 已 知 型 吃水 7.25m, 求 该 轮 此 时 
的 排水 量 4 和 总 载重 量 DW ? 

解 : 


4-4 


Каа 47 





(d-d,) 


=14 тїй 0 „му, 
7.40—7.20 


=14832.51 

9635—9145 
7.40-7.20 

=9267.5t 


总 载重 量 DW =9145+ (7.25-7.20) 


Ж 1-1-2 静水 力 特 性 参数 表 (Hydrostatic data table) 







每 厘米 纵 倾 力矩 | 横 稳 心 距 | 浮 心 距 船 | 漂 心 距 船 
MTC 中 距离 


型 吃水 | 排水 量 
ат Alt ТРС/(їспт`!) /(9.81kN-m-:cm!) Am 


6 295 23.02 17725 | 8840 | 0164 | -0880 | 
| 640 | 12820 | 7255 | 2332 | 18200 | 8760 | 0068 | -1400 | 
7715 | 2346 184.50 
8 195 23.63 187.00 

7.00 14240 | 8676 23.78 189.75 
10 115 24.29 198.50 8.720 -0.370 
25.39 222.50 


例 1-1-2: 某 船 标准 罗 经 自 差 表 如 表 1-1-3。 已 知 该 轮 罗 航向 070"， 求 该 航向 上 磁 罗 经 自 


总 载 | 每 厘米 吃水 
吨 数 

























































#113 XX 轮 标准 罗 经 自 差 表 














(—1°.2)— (+0°.1) 


f: HÆ = +0°.1+ x (070° — 060°) = —0°.8 





075° – 060° 
2. 比例 反 内 插 
比例 内 插 的 逆 运 算 称 为 比例 反 内 插 ， 即 已 知 函数 y 求 自 变量 x。 其 计算 公式 如 下 : 
х=»+”—”®(у- у) (1-1-2) 
у= У 


二 、 比 例 双 内 插 ( 二 元 函数 ) 

当 函 数 含有 两 个 自 变量 时 ， 则 必须 用 比例 双 内 插 求 近似 解 。 比 例 双 内 插 是 航海 数值 计算 
中 最 常用 的 内 插 方 法 。 其 具体 计算 方法 可 以 通过 下 述 例 题 予 以 介绍 。 

例 1-1-3: 设 物 标高 h, EAH а, 水 平 距 离 D= hcota (n mile), 利用 式 (1-1-1) 编 表 1-1-4, 
求 h=13.4m，a= 4.4 时 的 水 平 距 离 D (п mile)? 

解 : 

(1) 求 a= 4，h= 13.4m 时 的 Di(n mile)? 


йай а з= а кеда» a t8 13.4- 10) ~ 6.2 
hh, 20— 


(2) 求 a= 5', h= a 
7.4— 











D, = ал гаа h)=3.7+ 513.4- 10) = 5.0 
i- 20- 
(3):4 а= 44, A D M Р, RWAN Do mile)? 
D= Dt (a-a) = 62+ 6.2 (4.4-4) є 5.7 
一 


0 


表 1-1-4 水 平 距 离 D(n mile) 表 








从 上 可 见 ， 比 例 双 内 插 是 通过 3 步 比例 单 内 插 来 完成 的 。 由 于 表 1-1-3 是 根据 非 线性 函 
数 刀 = Pacota 编制 的 ， 因 此 用 比例 内 插 会 引起 一 定 的 误差 ， 即 


第 (1) 和 第 (2) 步 由 于 设 a 为 常数 ， 则 函数 D = hcota 变 为 线性 函数 ， 故 p D, 无 误差 (不 考 


BRERA) 

第 (3) 步 由 于 设 c 为 变量 ， 则 函数 Р =hcota 变 为 非 线性 函数 ， 故 用 比例 内 插 将 导致 D 产 
生 一 定 的 计算 误差 。 

航海 实践 中 往往 采用 的 是 一 种 简便 的 比例 双 内 插 ， 精 度 比 上 述 方法 稍 差 一 些 ， 但 是 计算 
过 程 ( 详 见 式 1-2-3) 要 简单 些 ， 并 且 精 度 也 满足 航海 的 要 求 。 函 数 如 果 有 三 个 自 变量 ， 则 可 以 
根据 该 简便 算法 的 原理 再 加 一 次 内 插 ， 即 进行 三 项 比例 内 插 。 例 如 利用 《太阳 方位 表 》 查 算 
低 高 度 太阳 方位 时 ， 就 需要 进行 三 项 内 插 ， 这 部 分 内 容 将 在 专业 课 中 详 述 。 

比例 内 插 就 是 求 位 于 表 列 数值 ma 和 为 之 间 的 自 变量 x( 查 表 引 数 ) 所 对 应 的 函数 值 y。 航 海 
实践 中 还 会 遇 到 查 表 引 数 x 位 于 表 列 数值 wo。 和 x 之 外 的 情况 ， 例 如 ， 应 用 英 版 《潮汐 表 》 查 
算 主 、 附 港 潮 高 差 时 会 偶尔 出 现 此 类 情况 ， 此 时 ， 仍 可 以 按照 比例 内 插 的 原理 进行 计算 ， 但 
因为 查 表 引 数 在 表 列 引 数 之 外 ， 所 以 称 其 为 比例 外 插 。 


第 二 节 Жж 


由 本 章 第 一 节 可 知 当 函数 是 非 线 性 函数 时 ， 如 果 用 比例 内 插 计算 将 会 导致 一 定 的 计算 误 
差 ， 为 了 尽量 减 小 该 误差 ， 则 引进 了 变 率 内 插 。 


一 、 变 率 单 内 插 ( 一 元 函数 ) 
已 知 比例 内 插 计算 公式 为 : 


у-у (х-х,) 
х= х 





у= у + 


Кф D EEKE х,, х) 内 ， 函 数 的 平均 变化 率 ， 比 例 内 插 实 际 上 是 按 平均 变化 率 进 


为 一 X0 
行内 插 ， 因 此 ， 又 可 称 为 平均 变 率 内 插 。 这 就 是 说 ， 函 数 的 变化 率 比 较 均 匀 ， 在 一 定 的 条 件 
下 均 可 采用 比例 内 插 。 但 是 ， 有 些 函 数 的 变化 率 是 不 太 均 匀 的 ， 如 果 按 比例 内 插 ， 将 导致 较 
大 的 计算 误差 ， 对 于 用 这 样 的 函数 编制 的 函数 表 ， 则 不 能 采用 比例 内 插 ， 而 采用 变 率 内 插 ， 
将 比例 内 插 计算 公式 改写 成 变 率 内 插 计算 公式 为 : 





>=» + (х-®) (1-2-1) 


需要 采用 变 率 内 插 的 函数 表 通 常 在 表 中 给 出 了 相应 的 变化 率 ， 可 以 利用 给 出 的 变化 率 进 
行 变 率 内 插 。 
例 1-2-1: 用 y=x 造 表 1-2-1, Жх=2.3 Ју? 


表 1-2-1 y=x 函数 表 





9-4 
=4+ 一 一 (2.3 一 2) = 5.5 
y ы ) 


(2) 用 x=2 的 变 率 内 插 
у=4+4(23-2)=5.2 


(3) 用 x=3 的 变 率 内 插 
y =9+6(2.3—3) = 4.8 


(4) 用 y=x? 直接 计算 
y=(2.3) =5.29 
对 上 述 结果 进行 分 析 得 到 : 
Q 用 比例 内 插 求 得 的 y 值 的 计算 误差 较 大 ; 
@ 用 x=2 的 变 率 内 插 求 得 的 y 值 的 计算 误差 较 小 。 


结论 : 使 用 变 率 内 插 时 ， 为 减 小 计算 误差 ， 应 使 用 最 接近 实际 引 数 的 表 列 引 数 所 对 应 的 
函数 为 基准 ( 即 实际 引 数 x = 2.3, 最 接近 它 的 表 列 引 
数 x = 2 ， 与 其 对 应 的 六 = 4) 进 行内 插 。 

变 率 内 插 的 几何 意义 : 用 表 列 引 数 (x,,y,) 确 定 
的 a 点 的 切线 代替 曲线 进行 内 插 ， 如 图 1-2-1 所 示 。 
准确 值 为 by， 按 比例 内 插 , 其 计算 误差 为 加 хо 
变 率 内 插 ， 其 计算 误差 为 ey ， 按 x 变 率 内 插 ， 其 计 


ПЭ р, Ш еу<ау< ју 

二 、 变 率 双 内 插 ( 二 元 函数 ) 

若是 二 元 函数 ， 且 其 变化 率 是 不 均匀 的 ， 则 必 
须 采用 变 率 双 内 插 。 

设 函 数 为 





图 1-2-1 变 率 内 插 几 何 意义 示意 图 
z= f(x,y) 


{Е л, = f(x,,y,) 处 展开 成 泰勒 级 数 只 取 一 次 项 得 


& д 
= (х—х,)+==(9- 1-2-2 
к= и +; У) (1-2-2) 


и ЕА Z яс ， 则 可 采用 变 率 双 内 插 。 

这 里 给 出 变 率 双 内 插 的 另 一 目的 是 导出 简化 了 的 比例 双 内 插 的 另 一 近似 计算 式 。 将 式 
(1-2-2) 中 的 变化 率 改写 成 平均 变化 率 ， 则 由 变 率 内 插 的 计算 公式 得 到 比例 内 插 的 近似 计算 式 
( 表 1-2-2 所 示 为 z= f(x,y) 0): 


+20290) әу) (12:3) 


хх, у-у 


Zo 





R 1-2-2 z= f(x,y) 函数 表 











采用 式 (1-2-3)， 只 用 2 步 比例 内 插 即 可 完成 比例 双 内 插 。 该 式 第 二 项 是 对 自 变量 x 的 比 
例 内 插 ， 第 三 项 对 自 变量 y 的 比例 内 插 ， 故 称 为 双 比 例 内 插 。 
例 1-2-2: 利用 式 (1-2-3) 求 例 1-1-2 81, ВКл = 13.4 m，o=4'..4 时 的 水 平 距离 D mile)? 


表 1-2-3 “水平 距离 D(n mile) 表 





2..7 A Za 一 之 
Z= Zoo 十 А “(хехе © (у—у„) 


х= у-у 


9.3 一 4.6 3.7 一 4.6 
50-10 а g a 
= 5.8 n mile 
计算 结果 与 比例 双 内 插 的 结果 (D=5.7) 基 本 一 致 , 但 计算 相对 简便 ， 故 在 航海 数值 计算 
中 ， 多 采用 该 方法 进行 比例 双 内 插 。 
综 上 所 述 ， 查 算 由 非 线 性 函数 造 的 函数 表 ， 不 论 用 比例 内 插 还 是 变 率 内 插 都 会 导致 一 定 
的 计算 误差 。 航海 上 比较 常用 的 是 比例 内 插 。 如 果 表 中 列 出 了 变化 率 , 就 应 按 变 率 内 插 计算 。 


思考 与 复习 题 


. 利用 内 插 法 进行 近似 计算 的 理论 依据 是 什么 ? 

. 航海 数值 计算 中 的 内 插 法 的 含义 是 什么 ? 

. 航海 数值 计算 中 的 内 插 法 的 分 类 方法 及 其 种 类 各 是 什么 ? 

. 用 比例 内 插 计算 出 的 函数 值 为 什么 会 有 误差 ? 

. 写 出 比例 内 插 和 变 率 内 插 公式 , 并 说 明 变 率 内 插 与 比例 内 插 在 几何 性 质 上 有 何 区 别 ? 
. 为 什么 线性 比例 内 插 表 间 距 较 密 的 内 插 误差 较 小 ， 内 插 间 距 较 小 的 内 插 误 差 也 较 小 ? 
. 利用 变 率 内 插 法 查 表 时 应 该 注意 什么 ， 为 什么 ? 

. 如 表 P1-1 所 示 : 


=4.6+ 





о чо олыо 一 


表 P1-1 c= fla,b) 函 数 表 





Ж: a=25.3,，b=29°35' 时 ，c =?3 
9. 已 有 月 亮 高 度 改 正 量 如 表 P1-2 所 示 : 





(1) 求 高 度 53°20' ， 地 平视 差 54'.6 的 改正 量 ; 
(2) 求 高 度 54°40' ， 地 平视 差 55'.3 的 改正 量 。 


第 二 章 ”球面 三 角 


球面 三 角 学 是 球面 几何 学 的 一 部 分 ， 主 要 在 处 理 、 发 现 和 解释 多 边 形 (特别 是 三 角形 ) 在 
球面 上 的 角 与 边 的 关系 。 球 面 三 角形 与 平面 三 角形 有 相似 的 地 方 ， 但 也 有 很 多 的 不 同 之 处 ， 
球面 三 角形 的 诸多 公式 都 是 利用 平面 三 角形 的 知识 推导 出 来 的 ， 两 者 之 间 显 著 的 区 别 就 是 球 
面 三 角形 三 个 内 角 之 和 不 再 等 于 180"。 航 海 实践 中 的 天 文 导 航 和 大 圆 航线 都 是 基于 球面 三 角 
学 的 理论 , 其 主要 研究 球面 上 由 三 个 大 圆 弧 相 交 所 围 成 的 球面 三 角形 及 其 性 质 \ 解 算 等 问题 ， 
为 学 习 航 海 专 业 课程 提供 必要 的 数学 基础 。 


第 一 节 ЖЫЛ 


сур Ж. 球面 
在 空间 与 一 定点 等 距离 的 点 的 轨迹 称 为 球面 (spherical surface)。 包围 在 球面 中 的 实体 称 为 


球 (sphere)， 这 一 定点 称 为 球 心 。 球 心 和 球面 上 任意 一 点 间 的 连 线 称 为 球 半径 及。 过 球 心 与 球 
面相 交 的 直线 段 称 为 球 直径 。 同 球 的 半径 或 直径 都 相等 。 同 理 ， 半 径 或 直径 相等 的 球 全 等 ， 
所 以 ， 球 面 又 可 定义 为 半圆 周 绕 它 的 直径 旋转 一 周 的 旋转 面 。 

=, йш ЮЕ 

任意 一 平面 和 球面 相 截 的 截 痕 是 圆 。 

如 图 2-1-1 所 示 , 平面 x 与 球面 相 截 4 是 截 痕 上 任意 点 。 由 球 心 O 向 截面 EER OO 、 
连 线 O4 、0'4 构成 直角 三 角形 O40' Z00'A=90°, M 

О'А= ОА? -002 











图 2-1-1 大 圆 、 小 圆 示意 图 


当 平面 r 的 位 置 不 变 ， 则 O0' 是 定 长 ， 又 因 ОА 是 球 的 半径 R ，4 在 截 痕 上 任意 移动 时 ， 


ОА 总 是 定 值 ， 因 而 0'4 也 是 定 值 。 由 此 可 知 ， 平面 与 球面 的 截 痕 是 一 个 以 O' 为 圆心 ，O4 
为 半径 六 的 圆 ， 从 而 可 以 推广 到 任 一 平面 与 球面 的 截 痕 均 为 圆 。 

当 O'O =0 ， 平 面 m 通过 球 心 时 ， 所 截 成 的 圆 称 为 大 圆 (great circle)， 它 的 一 段 圆周 叫 大 
AIM: 截面 不 通过 球 心 的 圆 称 为 小 圆 (small circle)， 它 的 一 段 圆周 叫 小 圆 弧 。 

三 、 大 圆 的 性 质 

(1) 大 圆 的 圆心 与 球 心 重合 。 

(2) 大 圆 的 直径 等 于 球 直径 ， 半 径 等 于 球 半径 。 

(3) 同 球 或 等 球 上 的 大 圆 的 大 小 相等 。 

(4) 大 圆 等 分 球面 和 球体 。 

(5) 同 球 上 的 两 个 大 圆 平面 一 定 相 交 ， 交 线 是 它 
们 的 直径 ， 并 且 两 大 圆 互 相 平分 。 

如 图 2-1-2 Вк, АЕВЕ ЯП СЕРЕ 是 任意 两 个 
大 圆 。 因 为 球 心 同时 在 这 两 个 大 圆 面 上 ， 必 在 这 两 
个 大 圆 面 的 交 线 上 ， 这 个 交 线 是 这 两 个 圆 的 公共 直 
径 ， 而 圆 的 直径 必 平 分 该 圆 ， 所 以 这 两 个 大 圆 互相 
平分 

(6) 过 球面 上 不 在 同一 直径 两 端 上 的 两 个 点 ， 能 
作 且 仅 能 作 一 个 大 圆 ， 却 能 作 无 数 个 小 圆 。 若 在 同 
一 直径 两 端 上 的 两 个 点 ， 则 能 作 无 数 个 大 圆 而 不 能 
作 小 圆 。 

(7) 小 于 180? 的 大 圆 弧 ( 劣 弧 ) 是 球面 上 两 点 间 的 
最 短 球面 距 离 。 因 此 ， 两 点 间 的 球面 距离 应 该 用 大 
AMEE. 

如 图 2-1-3 所 示 , 过 球面 上 两 点 4、B ЕКА 一 二 一 人 一 
弧 。 过 4 和 B 取 任意 曲线 4CD…GB ， 分 成 无 穷 小 
段 的 弧 AC,CD,…,6B 。 因 为 这 些 弧 是 无 穷 小 的 ， 所 
以 者 可 以 认为 是 大 贺 弧 ,连接 OA, ОС, OD, 

.…OG，0B8 ,得 一 多 面 角 O- 4CD…GB 。 由 立体 几 
何 可 知 ， 多 面 角 中 ， 任 一 面 角 小 于 其 他 面 角 之 和 ， 
则 


图 2-1-2 同 球 上 两 大 圆 弧 相互 平分 示意 图 





В 2-1-3 ”球面 上 两 点 间 最 短 球面 距离 证 阴 图 


&АОВ < LAOC+ COD +---+ LGOB 
即 

AB < AC+CD+-..+GB 
所 以 

АВ < 球面 曲线 4CD…GB 


这 就 证 明了 小 于 180° 的 大 圆 弧 是 球面 上 两 点 间 的 最 短 球面 距离 ， 即 两 点 间 的 球面 距离 以 
大 圆 距离 为 最 短 。 航 海上 ， 沿 АВ 所 走 的 最 短 航 线 称 为 大 圆 航线 。 





四 、 轴 、 极 、 极 距 、 极 线 





垂直 于 任意 圆 面 (大 圆 或 小 圆 ) 的 球 直径 称 为 该 圆 的 轴 (axis)， 轴 的 两 个 端点 称 为 极 (pole)， 


故 每 个 圆 均 有 两 个 极 。 垂 直 于 同一 轴 可 有 无 数 个 
平行 圆 ， 其 中 只 有 一 个 通过 球 心 的 是 大 圆 ， 其 余 
的 都 是 小 圆 。 从 极 到 圆 ( 大 圆 或 小 圆 ) 弧 上 任 一 点 
沿 大 圆 弧 的 球面 距离 叫 极 距 (polar distance), Xay 
球面 半径 。 同 一 个 圆 的 极 距 或 球面 半径 都 相等 ， 
如 图 2-1-4 所 示 ，Pa = Pb = Pe = Ра 。 极 距 为 90° 
的 大 圆 弧 又 称 为 该 极 的 极 线 (equator)。 如 图 2-1-4 
所 示 , PA = PB = РС = PD =90° , 大圆 弧 ABCD 为 
P 或 的 极 线 ,所 以 大 圆 弧 是 它 的 极 的 极 线 ; Б 
之 ， 极 线 必定 是 大 圆 弧 。 

显然 ， 如 果 球 面 上 一 点 到 某 一 大 圆 弧 上 任意 
两 点 间 的 球面 距离 都 是 90? ， 则 这 一 点 就 是 该 大 
圆 的 极 ， 而 这 个 大 圆 则 是 该 点 的 极 线 。 

五 、 球 面 角 及 其 度量 

球面 上 两 大 圆 弧 相交 构成 的 角 称 为 球面 角 
(spherical angle), 其 交点 叫 球面 角 的 顶点 ， 两 大 
圆 弧 称 为 球面 角 的 边 。 如 图 2-1-5 所 示 ， 大 圆 弧 
P4 ，PB 相交 于 P 点 , 构成 球面 角 Z4PB ,可 简 
写 为 ZP 或 P o ФР 为 顶点 ，P4,PB 为 其 两 
边 。 大 圆 弧 E48 是 以 球面 角 顶 点 P 为 极 的 极 线 。 
过 PP 点 作 P4,PB 的 切线 PC 和 PD， LCPD 是 两 
大 圆 弧 平面 相交 构成 的 两 面 角 ， 它 等 于 球面 角 的 
大 小 。 

如 上 所 述 ， 可 得 球面 角 的 三 种 度量 方法 : 

(1) 切 于 顶点 大 圆 弧 的 切线 的 夹 角 和 CPD ; 

2) 顶点 的 极 线 被 其 两 边 大 圆 弧 所 截 的 弧 长 
АВ; 

(3)ЖЙ АВ 所 对 的 球 心 角 L408 。 

六 、 圆 心 角 相等 的 小 圆 弧 与 大 圆 缴 之 比 

如 图 2-1-6 所 示 ， 大 圆 弧 АВ +) ар 0 
圆 面 互相 平行 ，PP' 为 它们 的 轴 。 显 然 





Æ 2-1-4 轴 、 极 、 极 距 、 极 线 示意 图 


Р 


2-1-5 球面 角 的 度量 方法 


У 
аа 


图 2-1-6 求证 圆心 相等 的 小 圆 弧 与 
КЕД 


圆心 角 L40B= Zao'b = È =- А8 _ Fù (rad) 
ао АО 








z. = а = 4. = sin Caoo' = sin pa= cos(90° — ра) 
所 以 
ab( 长 度 ) = 4B( 长 度 )xsin( 小 圆 极 距 ) 
即 小 圆 弧 长 等 于 圆心 角 相等 的 大 圆 弧 长 乘 以 小 圆 
极 距 的 正弦 函数 。 
如 果 大 圆 弧 与 小 圆 弧 的 圆 面 互相 不 平行 ， 只 
要 圆心 角 相 等 ， 上 述 关 系 式 同样 成 立 。 


七 、 两 大 圆 极 之 间 的 大 圆 弧 所 对 的 球 心 角 等 
于 该 两 大 圆 平 面 的 两 面 角 


如 图 2-1-7 所 示 ， 两 大 圆 弧 CD 和 СЕ 相交 于 
С 点 ,构成 球面 角 LDCE ，4 和 B 点 分 别 是 该 两 
大 圆 的 极 。 因 为 两 大 圆 极 之 间 的 球 心 角 /АОВ 和 
两 面 角 LDOE ， 均 等 于 90-ZBOD ， 所 以 Wa? аа 
ZAOB = ZDOE = ZDCE 。 





第 二 节 ”球面 三 角形 


一 、 球 面 三 角形 的 定义 
在 球面 上 由 三 个 大 圆 弧 所 围 成 的 三 角形 称 为 球面 三 角形 (spherical triangle)。 围 成 三 角形 
的 大 圆 弧 称 为 球面 三 角形 的 边 。 由 大 圆 弧 相 交 所 
成 的 球面 角 称 为 球面 三 角形 的 角 。 如 图 2-2-1 所 


ж, КИЕК АВ, BC 和 C4 围 成 一 个 球面 三 角形 


АВС 。 常 用 4 ,B,C 表示 球面 三 角形 的 三 个 角 ， 
三 角 的 对 边 则 相应 地 用 а,Ь,с 表示 。 这 三 个 角 
A,B,C 和 三 个 边 a,b,c 合 称 为 球面 三 角形 的 六 要 
素 。 航 海上 讨论 的 球面 三 角形 的 六 要 素 均 大 于 
0。， 而 小 于 180。， 又 称 其 为 欧 拉 球面 三 角形 。 
二 、 球 面 三 角形 分 类 
球面 三 角形 分 为 直角 、 直 边 、 等 腰 、 等 边 、 
初等 和 任意 三 角形 。 
1. 球面 直角 三 角形 和 球面 直 边 三 角形 图 2-2-1 球面 三 角形 
至 少 有 一 个 角 为 90° 的 三 角形 称 为 球面 直角 
三 角形 。 
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至 少 有 一 个 边 为 90 的 三 角形 称 为 球面 直 边 三 角形 。 

2. 球面 等 腰 三 角形 和 球面 等 边 三 角形 

球面 三 角形 中 ， 有 两 边 或 两 角 相 等 的 三 角形 称 为 球面 等 腰 三 角形 。 若 三 边 或 三 角 都 相等 
的 三 角形 称 为 球面 等 边 三 角形 。 

з. 球面 初等 三 角形 

三 个 边 相对 其 球 半 径 其 小 的 三 角形 称 为 球面 小 三 角形 。 只 有 一 个 角 及 其 对 边 相 对 球 半 径 
甚 小 的 三 角形 称 为 球面 穿 三 角形 。 两 者 统称 为 球面 初等 三 角形 (primary triangle). 

4. 球面 任意 三 角形 

凡 不 具备 上 述 特殊 条 件 的 球面 三 角形 称 为 球面 任意 三 角形 。 

三 、 球 面 极 线 三 角形 

球面 三 角形 АВС 三 个 顶点 的 极 线 所 构成 的 球面 三 角形 А'В'С' 称 为 原 球面 三 角形 АВС 的 
球面 极 线 三 角形 (polar triangle)。 以 原 球面 三 角形 的 三 个 顶点 А,В,С 为 极 , 作 极 距 等 于 90° 的 
三 个 极 线 B'C', 4'C' ,4'B' ， 它 们 相交 于 三 点 ， 构 成 球面 极 线 三 角形 4'8'C' 。 若 原 球面 三 角形 
各 边 均 小 于 90°* ， 则 其 极 线 三 角形 在 原 三 角形 之 外 ， 如 图 2-2-2 所 示 。 若 原 球面 三 角形 各 边 均 
大 于 90° ， 则 其 极 线 三 角形 在 原 三 角形 之 内 ， 如 图 2-2-3 所 示 。 若 原 球面 三 角形 的 一 边 或 两 边 
小 于 90° ， 其 余 的 边 大 于 90° ， 则 其 极 线 三 角形 与 原 三 角形 相交 ， 如 图 2-2-4 所 示 。 





图 2-2-2 示意 图 图 2-2-3 示意 图 图 2-24 示意 图 
1. 原 三 角形 与 其 极 线 三 角形 是 互 为 极 线 三 角形 
原 球面 三 角形 АВС 的 三 个 边 ， 也 就 是 其 球面 极 线 三 角形 4'8'C' 三 个 顶点 的 极 线 。 换 句 话 
说 ， 画 极 线 三 角形 4'8'C' 的 极 线 三 角形 ， 则 所 得 到 的 就 是 原 球面 三 角形 48C ， 所 以 ， 它 们 之 
间 的 关系 是 相互 的 。 
2. 原 球面 三 角形 的 边 与 其 极 线 三 角形 对 应 角 互 补 ， 原 球面 
三 角形 的 角 与 其 极 线 三 角形 对 应 边 互 补 
a+ А' =180° Ь+В' =180° с+С' =180° 
А+а' =180° В+Ь' =180° С+с' =180° 
如 图 2-2-5 所 示 ，4'B'C' 是 球面 三 角形 АВС 的 极 线 三 角形 。 
将 原 三 角形 ВС 边 向 两 侧 延 长 ， 与 其 极 线 球面 三 角形 的 两 边 相 
交 得 大 圆 弧 ED ， 则 4 = ED 。 因 为 
A+a'=a+ED=a+EB+a+CD 
C 是 c 的 极 а + ЕВ = 90° 





图 2-2-5 示意 图 


В 是 b' 的 极 w+CD=90? 

所 以 а + A'=180° 

同 理 可 证 其 他 。 

四 、 球 面 三 角形 的 性 质 和 成 立 条 件 

1. 球面 三 角形 和 三 面 角 的 关系 

球面 三 角形 和 三 面 角 有 着 密切 的 关系 。 如 图 2-2-6 所 示 ， 将 任意 一 个 球面 三 角形 АВС 的 
顶点 和 球 心 О 相连 , 则 成 一 个 三 面 角 O-4BC。 反 之 ， 
以 任意 一 个 三 面 角 的 顶点 为 球 心 ， 用 同一 半径 在 三 
面 角 相 邻 的 两 个 的 棱 上 画 弧 ， 则 三 个 圆 弧 相交 形成 
球面 三 角形 。 

显然 , 球 心 О 是 三 面 角 的 顶点 ; 球 半径 ОА,ОВ, 
OC 是 三 面 角 的 棱 ;， 球面 三 角形 的 三 个 内 角 是 三 面 
角 的 三 个 二 面 角 ， 即 LB4C= А ZABC= -Bi， 
“АСВ = 人 C1; 球面 三 角形 的 边 与 所 对 应 的 三 面 角 
的 面 角 相等 ， 即 а= «ВОС, b= 人 40C, c= 人 40B。 
因此 ， 球 面 三 角形 的 边 角 关系 也 就 是 三 面 角 的 三 个 ” 图 22-6 球面 三 角形 和 三 面 角 关系 示意 图 
面 角 与 三 个 二 面 角 的 关系 。 这 是 球面 三 角形 最 基本 
的 特征 。 

2. 球面 三 角形 的 每 一 边 必 大 于 0° 而 小 于 180。， 三 边 之 和 大 于 0? 而 小 于 360° 

由 欧 拉 球面 三 角形 定义 知 每 一 边 必 大 于 0° 而 小 于 180°. 

因为 球面 三 角形 的 三 边 是 用 其 所 对 应 的 三 个 球 心 角度 量 ， 三 个 球 心 角 则 构成 以 球 心 为 顶 
点 的 三 面 角 ; 由 立体 几何 知 三 面 角 的 各 面 角 的 和 大 于 0? 而 小 于 360。， 故 球面 三 角形 三 个 边 的 
和 必 大 于 0° 而 小 于 360°. 

3. 球面 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 两 边 之 差 小 于 第 三 边 

在 图 2-2-6 中 ， 三 面 角 中 的 任 一 面 角 小 于 另 两 面 角 之 和 ， 可 得 

“АОВ + ZBOC > LAOC 





所 以 
cta>b 
同 理 
b+a>c; c+b>a 

推理 : 球面 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 。 

4. 球面 三 角形 的 每 一 角 必 大 于 0° 而 小 于 180。， 三 角 之 和 大 于 180? 而 小 于 540° 

由 欧 拉 球面 三 角形 定义 知 每 一 边 必 大 于 0° 而 小 于 180°. 

由 极 三 角形 和 原 三 角形 的 关系 知 : 

А+а' =180° B+b'=180° С+с' =180° 
则 得 
А+В+С=540°—(а'+Ь'+с”) 

因为 三 边 之 和 大 于 0? 而 小 于 360*， 即 


0°<а'+Ь'+с'<360° 
则 得 
180°<4+B+C<540° E=A+B+ C-180° 

5. 球面 三 角形 三 角 之 和 超出 180” 的 部 分 称 为 球面 角 盈 (或 球面 剩余 ， 球 面 角 超 )， 以 E 

AT, Ёр 
Е=А+В+ С-180° 

球面 三 角形 的 面积 SERR 为 球 的 半径 ) 

6. 球面 三 角形 两 角 之 和 减 去 第 三 角 小 于 180° 

因 球 面 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 即 


а'+Ь' > с 
所 以 
180°— 4+180°– В > 180°-С 

即 

A+B-C<180° 
同 理 

А+С-В<180° 

В+С-А<180° 


7. 球面 三 角形 的 外 角 小 于 不 相 邻 的 两 内 角 的 和 而 大 于 它们 之 差 
在 图 2-2-7 +, 为 球面 三 角形 ABC 的 一 个 外 角 ， 它 是 角 С 


的 邻 角 ， 因 为 4 
D+C=180° 
A+B+C>180° 
所 以 
A+B+C>D+C р 
即 C 
A+B>D B 
н 图 2-2-7 示意 图 
А+С- В <180° 
所 以 В 
А-В <180°-С 
即 
A-B<D | i 
Р Е. 同一 球面 三 角形 中 对 等 边 的 角 相 等 ;反之 ， 对 等 角 的 边 也 
HF. 
设 : 如 图 2-2-8 I, АВ=ВС 4 4 c 
求证 : 4=C 


证 明 : 平分 4C 边 并 用 大 圆 弧 将 分 点 D 和 B 连接 起 来 。 因 为 图 2-2-8 示意 图 


两 个 三 角形 4BD 和 BCD 的 边 都 互相 对 应 相等 ,所 以 球面 三 角形 4BD 和 BCD 对 称 , 因 而 4=C。 

利用 原 三 角形 和 极 线 三 角形 的 关系 关系 可 以 证 得 对 等 角 的 边 也 相等 。 

9. 在 任意 球面 三 角形 中 对 大 角 的 边 较 大 ， 反 之 ， 对 大 边 的 角 也 较 大 。 

设 : 如 图 2-2-9 所 示 ，L 人 .4CB > ZABC 

求证 : AB> AC 

ШЕВ: Е C H PERAI Ср, 41E DCB = DBC ， 
于 是 CD=B8D 。 在 球面 三 角形 4CD 中 ， 有 
AC < AD+CD, 所 以 AC < AD+BD， 即 

AB> AC 

利用 原 三 角形 和 极 线 三 角形 的 关系 关系 可 以 证 得 C 
对 大 边 的 角 较 大 。 

10. 球面 三 角形 的 成 立 条 件 

总 结 上 述 性 质 ， 可 得 一 个 球面 三 角形 的 成 立 条 件 为 : 

(1) 当 给 定 了 球面 三 角形 的 三 个 边 时 : 

@O 任 一 边 应 大 于 0"， 小 于 180°; 

@ 三 边 之 和 大 于 0"， 小 于 360°; 

@ 两 边 之 和 大 于 第 三 边 或 两 边 之 差 小 于 第 三 边 。 

(2) 当 给 定 了 球面 三 角形 的 三 个 角 时 : 

Q@ 任 一 角 应 大 于 0"， 小 于 180°; 

@ 三 角 之 和 大 于 180*， 小 于 540°; 

@ 两 角 之 和 减 去 第 三 角 小 于 180°. 

(3) 者 给 定 球面 三 角形 的 两 个 角 及 其 夹 边 或 两 个 边 及 其 夹 角 ， 则 仅 需 满足 每 一 个 角 和 每 一 
个 边 大 于 0"， 小 于 180° 的 条 件 ， 球 面 三 角形 都 成 立 。 

(4) 若 给 定 球面 三 角形 的 两 个 角 及 其 一 个 角 的 对 边 ， 或 两 个 边 及 其 一 边 的 对 角 ， 则 该 三 角 
形 是 否 成 立 ， 情 况 比较 复杂 。 





第 三 市 ”球面 三 角形 的 边 角 函 数 关系 


一 、 任 意 球面 三 角形 
1. 余弦 公式 (cosine formula) 
(1) 边 的 余弦 公式 
记忆 口诀: 一 边 的 余弦 等 于 其 他 两 边 余弦 的 乘积 , 加 上 这 两 边 正 弦 及 其 夹 角 余弦 的 乘积 。 
cosa = cosb cosc + sin bsin c cos 4 
如 图 2-3-1 所 示 ， 从 球面 三 角形 ABC 的 顶点 4 Eb, с 两 边 的 切线 ， 并 与 OC ,08 的 延长 
线 相交 于 DD ,E 两 点 ， 构 成 了 四 个 平面 三 角形 。DA,E4 垂直 于 O04， LEA4D= 人 4。 





图 2-3-1 余弦 公式 推导 图 


在 平面 三 角形 OED 中 ， 由 平面 余弦 公式 得 : 
РЕ? = ОЕ? + ОР? -2OF.ODcosa 


同 理 ， 在 平面 三 角形 4ED Н: 
РЕ? = АЕ? + АР? —2 АЕ• Ар соѕ А 
在 平面 直角 三 角形 40E Ж AOD Ч: 
ОА? = ОЕ? — АЕ? = ОР? — АР? 
HR (2-3-1) 减 式 (2-3-2) 并 参看 式 (2-3-3) 得 : 
0 = ОА? + ОА? -20E.0Dcosa+2AE.ADcos A 
= ОА? – ОЕ,ОР соза + АЕ• AD cos А 


整理 得 
OA*OA АР•АЕ 
cos a = ——— +————со$з 4 
ODeOF OD°*OE 
在 平面 直角 三 角形 40E Ж 40р Ф: 

ОА ОА 
cosb = 一 一 cosc = 一 一 
Ор ОЕ 
à Е АЕ 
sin b = 一 一 sin c = 一 一 
OD ОЕ 


所 以 
cosa = cosb cosc + sin b sin c cos 4 
边 的 余弦 公式 应 用 : 已 知 两 边 及 其 夹 角 求 对 边 ; 己 知 三 边 求 三 角 。 
(2) 角 的 余弦 公式 


(2-3-1) 


(2-3-2) 


(2-3-3) 


WZOR: 一 角 的 余弦 等 于 其 他 两 角 余 弦 的 乘积 冠 以 负 号 加 上 这 两 角 正弦 及 其 夹 边 余弦 


的 乘积 。 
cos А = —cos B cos C + sin B sin C cos a 
角 的 余弦 公式 可 由 边 的 余弦 公式 和 球面 极 线 三 角形 的 关系 来 证 明 。 
角 的 余弦 公式 应 用 : 已 知 两 角 及 其 夹 边 求 对 角 ; 已 知 三 角 求 三 边 。 


2. 正弦 公式 (sine formula) 
记忆 口诀 : 边 的 正弦 与 其 对 角 的 正弦 成 比例 。 


sina sinb sinc 











sind sinB sinC 
如 图 2-3-1 所 示 ， 过 球面 三 角形 АВС 的 顶点 4 作 4 万 垂直 平面 BOC o $H H HGA 
ОВ, НЕ 垂直 OC ， 连 接 4G 和 AF ， 可知 4G НОВ, АЕ 垂直 OC 。 于 是 得 到 四 个 平面 
直角 三 角形 04G ,OAF ‚АНС , AHF 。 
因为 
АЕ 
sinb 4O АС АЕ 
sinB АН АН-АО 
АС 
АС 
sinc 40 АСАЕ 
sinC АН АО-АН 
АЕ 








所 以 


sinb _ sinc 








sinB sinC 
同 理 可 证 


sina sinb 








sin A Е ѕіп В 
因此 


sina _ sinb _ sinc 





sin4 sinB sinC 

正弦 公式 应 用 : 已 知 两 角 及 其 一 对 边 ， 求 另 一 边 ， 已 知 两 边 及 其 一 对 角 ， 求 另 一 角 。 

3. 边 角 正 余弦 公式 (五 联 公 式 ) 

记忆 口诀 : 相 邻 边 角 正 余弦 乘积 等 于 邻 边 第 三 边 正 余 弦 乘 积 减 去 邻 边 第 三 边 余 正弦 及 其 
夹 角 余 弦 之 积 。 

边 角 正 余弦 公式 (sine-cosine formula) 是 由 相连 的 三 边 两 角 共 五 个 要 素 组 成 的 又 称 五 联 
(five parts formula) 公 式 ， 其 记忆 口诀 可 以 通过 图 2-3-2 和 图 2-3-3 所 示 ， 写 出 相应 的 公 于 

ѕіпасоѕ С = sinb cosc -—cosbsin c cos 4 


sina cos В = sin c cosb — cos csin b cos А 





图 2-3-2 五 联 公式 记忆 图 图 2-3-3 五 联 公式 记忆 图 
4. 余 切 公式 (四 联 公式 four-part formula) 
记忆 口诀， 外边 余 切 内 边 正弦 乘积 等 于 外 角 余 切 内 角 正 弦 乘 积 加 上 内 边 内 角 余 弦 之 积 。 
余 切 公式 (cotangent formula) 是 由 相连 的 两 边 两 角 共 四 个 要 素 组 成 的 ， 又 称 四 联 (four parts 
formula) 公 式 ， 其 记忆 口诀 可 以 通过 图 2-3-4 和 图 2-3-5 所 示 ， 写 出 相应 的 公式 : 
cotasinb=cot AsinC+cosbcosC 


cotasinc = cot AsinB+cosccosB 





А 
b 
С 
с 
В 
а 
8234 ” 余 切 公式 记忆 图 图 2-3-5 ” 余 切 公式 记忆 图 
其 证 明 如 下 : 
由 边 角 正 余弦 公式 有 
sin c cos А = sin b cosa — cos bsin a cos C 
或 
cosasin b = cos Asin c + sin a cos b cos C 
两 边 同 除 sin а 
sinbcosa _ соз Азїпс _ sinacosbcosC 
sina sina sina 
由 正弦 公式 有 
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sina ѕіп А 
所 以 
cotsin b = cot Asin С + cos b cos С 

同 理 可 证 其 他 各 式 。 

余 切 公式 用 于 : 在 球面 三 角形 中 ， 已 知 相连 的 四 个 要 素 中 的 三 个 ， 求 另 一 个 要 素 ， 即 已 
知 两 边 及 夹 角 求 相连 的 角 或 已 知 两 角 及 夹 边 求 相连 的 边 。 

5. 求解 球面 任意 三 角形 

根据 球面 三 角形 已 知 要 素 求 解 其 余 要 素 的 方法 称 为 解 球面 三 角形 。 解 球面 任意 三 角形 必 
需 知 其 三 个 要 素 ， 然 后 应 用 球面 三 角 公 式 ， 求 其 余 要 素 的 值 ， 各 种 已 知 与 求解 见 表 2-3-1. 


表 2-3-1 解 球面 任意 三 角形 
两 边 夹 角 第 三 边 及 其 他 两 角 边 的 余弦 公式 求 c 
a,b,C c,A,B 四 联 公 式 求 4,B 
两 边 夹 角 第 三 角 及 其 他 两 边 角 的 余弦 公式 求 C 
А,В,с C a,b 四 联 公 式 求 a,b 
0: 
AEREAS 
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两 边 及 其 一 边 对 角 求 男 一 边 和 其 他 两 角 正弦 公式 求 B = 
a,b, А &B, C 四 联 公式 求 С, с 

两 角 及 其 一 角 对 边 求 另 一 角 和 其 他 两 边 正弦 公式 求 b 
А,В,а C, b,c 四 联 公式 无 解 


注 : 用 正弦 函数 求 值 ， 在 确定 的 0° ~180° 范围 内 均 为 正 值 ， 必 有 两 个 解 。 这 就 需要 判定 
合 条 件 的 解 ， 可 能 是 一 个 也 可 能 是 两 个 ， 而 正弦 函数 本 身 是 无 法 判定 的 ， 所 以 尽量 不 用 正弦 
函数 来 解 算 球面 三 角形 。 已 知 球面 三 角形 中 的 两 边 及 其 夹 角 , 则 该 球面 三 角形 可 以 完全 确定 ， 
各 要 素 只 有 一 个 解 。 这 是 航海 上 经 常 需要 解 算 的 问题 。 

6. 利用 计算 器 解 算 球面 三 角形 

使 用 三 角 函 数 计算 器 解 算 球面 三 角形 时 注意 以 下 几 个 方面 : 

(1) 计 算 角 度 问 题 时 ， 计 算 器 有 三 种 角度 单位 供 选 择 ， 即 度 DEG， 弧 度 RAD， 公 制度 
GRAD。 多 数 计算 器 开机 后 即 处 在 РЕС 状态 。 解 算 球面 三 角形 用 DEG 状态 。 

(2) 利 用 计算 器 计算 三 角 函 数 时 ， 应 将 角度 由 六 十 进 制 转换 成 十 进 制 (如 将 30°30' 转 换 成 
30°.5) 以 后 ,再 进行 三 角 函 数 运 算 。 通常 计 算 器 上 都 有 六 十 进 制 与 十 进 制 转换 键 , 利用 该 键 可 


以 方便 地 转换 。SHARP 型 计算 器 用 [DEG| 8, CASIO 型 用 键 , 练习 见 表 2-3-2。 





(3) 将 十 进 制 的 度 , 还 原 成 六 十 进 制 的 度 、 分 、 秒 形式 . SHARP 型 按 键 , CASIO 


型 按 [ENV] [, ,| 键 。 例 如 40.0850 [ > | ER 40°5°6° 即 是 40°05'06". 
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F 2-3-2 转换 练习 


SHARP(EL) 型 操作 CASIO(fx) 型 操作 显示 


40°05'06” | 40.0506 [DEG aol ss 5» , 16[г» » 40°.0850 
































































30°0045” | 30.0045 [DEG з0;,›,]0[;,,]45;,,] 30°.0125 
52°3018” | 52.3018 [DEG 52[;› > у30.3[;,,] 52°.5050 
35°30” 353 DEG 35[;,, ]30[;,,] 35°.5000 
14.4 0.1424 DEG ој...) 0°.2400 





14.4 0°.0040 


0.00144 Obs adóba e 1144, ,] 


(4) 为 使 计算 结果 精确 , 计算 中 途 不 要 随意 四 舍 五 入 舍 取 小 数 点 位 数 , 尽量 一 次 性 按键 完 
成 计算 。 


(5) 三 角形 函数 的 输入 ， 不 同 的 计算 器 不 尽 一 样 ， 上 例 是 先 输入 角度 ， 后 输入 函数 ， 有 的 
计算 器 正好 相反 。 使 用 时 应 注意 。 

例 2-3-1: 在 球面 三 角形 中 ,已 知 a=118°31'.1，b=50°20'.6，C=100°40'.8, Жс, А. 

Ж: 根据 已 知 条 件 写 出 边 的 余弦 公式 cosc = соѕасоѕр + ѕіпаѕіпрсоѕС, 利用 计算 器 解 算 : 

SHARP (EL) 型 操作 : 


118.3106ЕС[соѕ|х 50.2036рЕС[соѕ/-+118.3106/ЕС[511|х0.2036рЕС[ѕ:п|х100.4048[рЕС|соѕ 


= 显示 115.4714249 显示 115.2817129 (1152817”), 所 以 c=115°28'.3 
CAS10 (fx) 型 操作 : 


118], , ]31.1[;,› dleos| x50% , , ]20.6];,› ][соз]+118[;,, ]311[;,, ај х50[;,,] 
20.6[;,, 4 [sin] х100];,, ]40.8[;, › ] [соз] = [NV] [соз] 显示 115.47143 [NV] [;,›, ] 显 示 


115°28°17”, ЭТ с=115°28'.3 


Шр АФ 
соїаѕіп b = cot Asin С + cos b cos С 
所 以 


cot А = cot asin b csc C — cos b cot C 


SHARP 型 操作 : 
118.3106[рЕС]сап[1/х] x50.2036 [DEG] [sin] + 100.4048[рЕС] [sin] — 50.2036 + 


100.4048 = [1/x|2ndF [tan] (ŒR – 73.0199698 这 里 应 加 180)+180= 显示 
106.5848108, ВТЦ А=106°58'48” = 106°58'.8 


CAS10 型 操作 : 
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изу] злу] н so 1206; sin +1002] 
ов] – 501020601658 + 100[ 1408[;: [ead] = 


+180[INV][。, , ] 显 示 106*58'48" ， 所 以 4 =106°58'.8 


二 、 球 面 直角 和 直 边 三 角形 

1. 球面 直角 三 角形 公式 

有 一 个 或 一 个 以 上 的 角 为 直角 的 球面 三 角形 称 为 球面 直角 三 角形 (right-angled 
triangle)。 下 面 只 需 讨 论 一 个 角 为 直角 的 球面 直角 三 角形 的 边 角 函 数 关 系 。 

设 球面 直角 三 角形 ABCH, С=90°. В sin90。 王 1，cos90。 王 0， 所 以 可 由 球面 任意 三 
角形 的 基本 公式 ， 导 出 相应 的 球面 直角 三 角形 10 个 公式 如 下 : 


sina = sin Asin с cosc = cot A cot B 
sina = cot B tan b cos А = sin B cosa 
sinb = sin Bsin c cos 4 = cot c tan b 
sinb = cot A tan a cos B = sin A cosb 
cosc = cosa cosb cos B = cot c tan a 


如 果 不 是 C 角 而 是 4 或 B 为 直角 , 只 需 把 
公式 中 的 字母 适当 改 一 下 就 行 了 。 

(1) 球 面 直角 三 角形 公式 的 纳 比 尔 记忆 法 
则 (大 字 法 ) 

由 于 球面 直角 三 角形 公式 较 多 , 记忆 困难 ， 
所 以 纳 比 尔 设计 出 一 图 形 及 一 套 记 忆 法 则 。 如 
图 2-3-6 所 示 , 在 球面 三 角形 ABC H, C=90°, 
先 画 “大 ” 字 图 形 ， 大 字 上 部 竖 线 代表 直角 С, 
相 邻 两 侧 为 夹 直 角 的 两 边 gc 和 b， 大 字 下 面 三 2-3-6 直角 三 角形 大 字 法 则 记忆 法 
个 空格 分 别 填 入 相对 应 元 素 边 或 角 的 余数 (a 边 
对 90°- 4，b 边 对 90°- В, СХ} 90°- с). 

然后 ， 按 纳 比 尔 记忆 法 则 : 任 一 要 素 的 正弦 等 于 相 邻 两 要 素 正 切 乘积 或 相对 两 要 素 余弦 
乘积 。 就 能 直接 写 出 球面 直角 三 角形 的 有 关公 于 

例如 : (90°- c) 相 邻 两 要 素 为 (90"- 4) 和 (90"- B)， 相 对 两 要 素 为 a 和 bp， 由 记忆 法 则 分 
别 可 写 出 两 式 : 





sin (90° — с) = tan (90° — А) tan (90° — В) 
sin (90° — c) = cosa cosb 


整理 后 两 式 为 : 
cosc = сої Асої{ В 


cosc = cosacosb 
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根据 纳 比 尔 法 则 还 可 以 写 出 大 字 图 中 ， 其 余 四 个 要 素 的 八 个 基本 公开 

(2) 球 面 直角 三 角形 解法 

球面 直角 三 角形 边 角 同 样 具 有 球面 三 角形 的 性 质 ， 任 一 要 素 取 值 应 是 0*~180° 范 围 内 ， 
即 在 0>~90° 象 限 或 在 90"~180" 象 限 内 。 若 两 要 素 在 同一 象限 内 ， 则 表示 这 两 要 素 同 时 小 于 
90°(1 象限 ) 或 同时 大 于 90°(П 象限 )。 见 表 2-3-3， 得 出 球面 直角 三 角形 的 特有 性 质 。 


#23-35 ”球面 直角 三 角形 的 特有 性 质 


若 两 直角 边 (a 已 在 同一 象限 , 则 斜 边 (oj 小 于 90°; 若 两 直角 边 不 在 同一 象限 ， кы 
cosc =cosacosb 


则 斜 边 大 于 90° 
cosc 一 cotdcotB 





















若 斜 边 两 邻 角 (4, B) 在 同一 象限 ， 则 斜 边 (c) 小 于 90°; 若 斜 边 两 邻 角 不 在 同一 
象限 ， 则 斜 边 大 于 90° 














соѕ4 一 sinBcosa 
cosB=sinAcosb 





直角 边 与 其 对 角 (a 和 4 或 5b 和 B) 在 同一 象限 





例 2-3-2: 球面 三 角形 ABC 中 ， 已 知 С=90°, a=122°30'.4, A=120°20'.3, Жс. b, В. 
解 : 根据 已 知 要 素 和 纳 比尔 法 则 ， 见 图 2-3-7， 注 意 一 定 要 用 已 知 要 素 a A 来 求解 其 他 


BER, 以 防 出 错 。 因此 写 出 公式 (等 式 右边 均 为 a 和 
4) 如 下 : 

















cosa 
本 题 的 未 知 要 素 都 是 用 正弦 函数 求解 ， 所 以 每 个 ” 图 2-3-7 直角 三 角形 大 字 法 则 记忆 法 
公式 有 两 组 解 需 判 别 (如 果 用 余弦 或 正 、 余 切 公 式 , 在 
0?~180? 内 只 有 一 个 确定 的 解 ) 经 计算 结果 如 下 : 


с1=77°43'.5 c2=102°16'.5 
bı =66°41'.8 Ь›=113°18'.2 
Ву=70°02'.2 В=109°57'.8 


已 知 4> С, №] ас, с 的 两 个 解 都 成 立 。 已 知 а>90°, 4>90°, 即 直角 边 与 其 对 角 同 象限 ， 
则 5 与 B 必 在 同一 象限 取 4b 与 B 均 小 于 90°? 的 值 。 这 时 因为 a>90*:，b<90?*， 两 直角 边 不 在 
同一 象限 ， 则 с>90°, 所 以 
с=102°16'.5 
b=66°41'.8 
B=70°02'.2 
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为 一 组 解 。 
同 理 ， 若 a>90*，4b>90*， 两 直角 边 在 同一 象限 ， 则 c<90*， 所 以 
с=77°43'.5 
b=113°18'.2 
В=109°57'.8 
为 另 一 组 解 。 
2. 球面 直 边 三 角形 公式 
有 一 个 或 一 个 以 上 的 边 为 90? 的 球面 三 角形 称 为 球面 直 边 三 角形 (quadrantal triangle)。 这 
里 只 需 讨论 只 有 一 边 为 90* 的 直 边 三 角形 边 角 函 数 关 系 。 将 直 边 代入 球面 三 角形 的 基本 公式 ， 
同样 可 推导 出 相应 的 10 个 球面 直 边 三 角形 公式 。 


sin А = sin asin С cos С = — cos A cos В 
sin А = cot b tan B cosa = sin bcos А 
sin В = sin bsin С cosa = –їап B cot C 
sin B = cota tan А cosb = sin a cos B 
cos С = —cotacotb cosb = 一 tan A cot C 
如 果 不 是 c 边 而 是 а 或 2 为 直 边 ， 只 需 把 公式 中 的 | 
字母 适当 改 一 下 就 行 了 。 
(D 纳 比尔 法 则 РӘК... СРЕ 
球面 直 边 三 角形 仍 可 采用 纳 比 尔 法 则 记忆 。 只 是 和 ggg ENE 90 
球面 直角 三 角形 的 法 则 略 有 区 别 。 如 图 2-3-8 所 示 ， 男 ME м 
好 “大 ” 字 图 形 ， 大 字 上 部 竖 线 代表 直 边 c， 相 邻 两 侧 Ea 90°-C 
为 夹 直 边 的 两 角 B 和 4， 大 字 下 面 三 个 空格 同样 分 别 填 
入 相对 元 素 边 或 角 的 余数 。 238 直角 三 角形 大 字 法 则 记忆 法 


然后 ， 按 纳 比 尔 记忆 法 则 : 任 一 要 素 的 正弦 等 于 相 
邻 两 要 素 正 切 乘积 或 相对 两 要 素 余 弦 乘 积 ， 若 等 式 右边 为 相同 要 素 ( 均 为 边 或 均 为 角 ) 时 冠 以 
#5. 
例如 : (90° — С) 9609222) (90° – а) 和 (90° 一 b)， 相 对 两 要 素 为 B 和 4， 由 记忆 法 则 
可 分 别 写 出 两 式 : 
sin(90° — с) = — tan(90° — а) tan(90° — b) 
sin(90° — С) = – cos A cos В 
整理 后 得 
cos С = — cota cot b 
| cos С = — cos Á cos В 
根据 该 法 则 还 可 以 写 出 大 字 图 中 其 余 四 个 要 素 的 八 个 基本 公式 。 
(2) 球 面 直 边 三 角形 解法 
球面 直 边 三 角形 的 公式 、 解 算 和 判别 与 直角 三 角形 非常 相似 。 有 关 解 法 问题 不 详细 阅 述 。 
对 于 球面 直 边 三 角形 解 的 判别 ， 同 样 要 掌握 其 边 角 特性 。 表 2-3-4 所 示 为 球面 直 边 三 角形 的 
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表 2-3-4 球面 直 边 三 角形 的 边 角 关 系 


证 明 公式 





若 直 边 的 两 个 邻 角 Cd 和 8B) 在 同一 象限 ， 则 直 边 的 对 角 (C) 
大 于 90°; 若 直 边 的 两 个 邻 角 不 在 同一 象限 ， 则 直 边 的 对 角 cosC 一 -cosdcosB 
小 于 90° 

若 其 他 两 边 (a、b) 在 同一 象限 ， 则 直 边 对 角 (C) 大 于 90°; # 
其 他 两 边 不 在 同一 象限 ， 则 直 边 的 对 角 小 于 90° 


cosC=-cotacotb 


cosa =sinbcos4 


直 边 的 邻 角 (4 或 B) 与 它 的 对 边 (a 或 b) 必 在 同一 象限 








cosb=sinacosB 
例 2-3-3: 在 球面 三 角形 АВС P, с=90°, A=105°53'.2, a=104°54'.7, 3K b, B ЖП С. 
Ж: 根据 已 知 要素 和 纳 比尔 法 则 ， 如 图 2-3-9 所 示 ， 写 出 公款 














sinb = 2084 с 
соѕ 4 
sin В = bait B? A 
tana 
i o— 90°=5? 
шС= 24 ке F. 
sina 
Z 907-07 м. 
利用 计算 器 解 算 两 组 解 : 
Ь,=70°03'.8 Ь,=109°56'.2 E 2-3-9 直 边 三 角形 大 字 法 则 记忆 法 
Ву=69°20'.2 В›=110°39'.8 
С,=84°27'.4 С,=95°32'.6 


根据 球面 直 边 三 角形 边 角 关 系 ， 从 已 知 >90*，4>90。， 即 直 边 的 邻 角 与 它 的 对 边 必 在 同 
一 象限 , 取 b<90°, В<90°, 因 直 边 的 两 邻 角 不 在 同一 象限 (4>90°, B<90°), 则 直 边 对 角 С<90°, 
所 以 
C=84°27'.4 
b=70°03'.8 
B=69°20'.2 
为 一 组 解 。 
C=95°32'.6 
b=109°56'.2 
B=110°39'.8 
为 另 一 组 解 。 
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三 、 球 面 初等 三 角形 

1. 球面 小 三 角形 

三 边 与 其 球 半径 相 比 均 其 小 的 球面 三 角形 称 球面 小 三 角形 。 其 特性 是 : 

(1) 三 边 相对 球 半 径 甚 小; 

(2) 三 角 不 会 很 小 ; 

(3) 三 角 和 接近 180°; 

(4) 其 面积 接近 平面 面积 。 

所 以 ， 一般 可 将 球面 小 三 角形 视 为 平面 三 角形 进行 近似 计算 。 航 海上 在 视野 范围 内 观测 
陆 标 定位 ， 完 全 可 以 将 球面 三 角形 视 为 平面 三 角形 来 求解 ， 计 算 结果 也 是 相当 精确 的 。 

2. ш? = ЯМ 

一 边 与 其 球 半径 相 比 其 小 的 球面 三 角形 称 为 球面 罕 三 角形 。 如 图 2-3-10 所 示 ，4BC 为 球 
面 窗 三 角形 ， 其 特性 是 : 

(1) 一 边 а 相对 球 半径 其 小 ; 

(2) 小 边 的 对 角 也 很 小 ，4 很 小 ; 

(3) 男 外 两 边 的 差 很 小 (两 边 近 似 相等 b~e); 

(4) 小 边 的 邻 角 等 于 另 一 邻 角 的 外 角 ，B 王 C љо 

球面 窗 三 角形 在 航海 天 文学 中 多 处 用 到 ， 经 常 遇 到 的 是 
已 知 小 边 а 与 其 邻 角 至 及 边 c， 而 需要 求 角 4 及 边 p。 

(1) 求 5 边 的 第 一 近似 公式 和 第 二 近似 公式 : 

(c-b), = асоѕ В 
(其 中 脚注 1 表示 第 一 近似 值 ， 下 同 。) 





asinB., 
(с—Ь), =acosB— НЕТТИ 图 2.3-10 球面 窄 三 角形 


=(с—Ь), -Z sin Всоїс 


(2) 求 角 4 第 一 近似 值 和 第 二 近似 值 公式 


_asinB 





2sinc 
在 第 一 近似 值 不 能 满足 高 精度 要 求 时 ， 可 求 第 二 近似 值 。 


asin В asin В а? 
== + ———асоѕ Всоїс = А +^-зїп2Всоїссозс 


inc sinc 
3. ЖУКА 的 换算 
在 航海 专业 课 中 经 常用 到 度 和 弧度 的 换算 ， 必 须 很 好 地 掌握 ， 其 关系 如 下 : 
360° = 27 
2л 


1° = —— = 0.017 453 rad 
360° 


l] rad = = 57°.3 = 3 438' 
2л 
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现 有 一 角 ， 其 值 用 度 或 分 制 单位 表示 为 x* 或 x*， 用 弧度 制 单位 计量 ， 则 它们 之 间 的 关系 








为 : 
x rad = ыы” 
5793 3438' 
A 
< 
агс1° = (1° 的 弧度 值 )= 一 一 = 0.017 45 rad 
arcl = (1 的 弧度 值 )= 一 一 = 0.000 29 rad 
3 = 
上 式 则 可 写成 


x rad = х°агс1° = x'arcl’ 


思考 与 复习 题 


1. 如 果 一 个 球面 角 的 两 边 均 等 于 90° ， 那 么 球面 角 用 什么 来 度量 最 合适 ? 为 什么 ? 

2. 已 知 一 球面 三 角形 的 三 个 角 分 别 为 90° ，90° ，30° ， 试 求 该 球面 三 角形 的 三 边 各 为 
何 值 ? 

3. 极 线 上 任 一 点 与 其 极 相连 的 大 圆 弧 和 极 线 构成 怎样 的 球面 角 ? 为 什么 ? 

4. 设 一 球面 三 角形 的 三 个 边 分 别 为 a, Б, c ， 它 的 极 线 三 角形 的 三 个 边 分 别 为 ao b'c, 
如 果 a >b>c， 则 a’<b'<c ， 为 什么 ? 

5. 如 图 P2-1 所 示 ， 在 球面 三 角形 内 任 取 一 点 D， 过 D 与 边 BC 的 两 端点 B，C 作 两 个 
大 圆 弧 BD 和 DC ， ЖШ: BD+DC < AB+ AC 


A 
B 
а 

图 P2-1 
6. 在 球面 三 角形 ABC 中 , 9 4=90°, H. B> C 求证: 
(DB+C>90° 
(2)B+C <270° 
(3)B-C<90° 
7. 在 球面 三 角形 ABC 中 ， 设 a=90° ， 求 证 : 
(Db+c>90° 


(2)b+e< 270° 
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(З)Ь—с < 90° 
8. 在 球面 三 角形 АВС 中 ， 求 证 : 


@)-90° <2(4+В-С) <90° 
0)0° 204+) <180° 


9. 如 图 P2-2 所 示 ， 球 面 上 大 圆 弧 4B 和 CD ЖЛЕ г, В БМ, р EIE 
Н №, М>; 再 过 4B 的 极 P 与 M 作 大 圆 弧 PM Ср 的 极 P' 与 N 作 大 圆 弧 
РҮ, ЇЇР УР {ЕКЙ РР. 求证: /1<//3</2 





图 P2-2 


10. 在 球面 三 角形 ABC 中 ， 设 a+b=180° 。 求 证 А+В=180° (提示 : Жа, b 延长 使 其 
相交 )。 

11. 如 图 P2-3 所 示 ， 球 面 上 的 Pa 为 地 球 北极 ，gcdg 为 赤道 ，aef6 为 等 纬 圈 。 设 cd 长 
200 п mile，e 的 纬度 为 45° ， 求 @f 长 Cn mile)? 


Pa 
a b 
ы 7 Г) q' 
P 
P2-3 
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12. 设 某 船 从 赤道 上 某 点 起 航 ， 沿 赤道 向 东航 行 600 n mile， 后 转向 沿 子午 圈 向 北航 行 
3 600 n mile( 即 60° ), 再 转向 沿 等 纬 圈 向 西 航行 60 n mile, 最 转向 沿 子午 圈 南 航行 3 600 n mile。 
求 : (1) 求 船舶 最 后 到 达 点 的 纬度 ? 

(2) 起 航 点 与 到 达 点 相距 多 少 海里 ? 

13. 下 列 球面 三 角形 是 否 存 在 ? 


(1)а=100° b=50° с= 40° 
(2)а=135° Ь=113° с=121° 
(3)а=112° Ь = 58° с=122° 
(4) А = 50° В =122° С = 26° 
(5) 4 = 45° В =67° С =59° 
(6)а =125° Ь=126° C=17° 
(7)4=80° В =130° С =131° 


14. 设 球面 三 角形 АВС 为 一 等 边 三 角形 。 求 证 : 
(1) 20052- cos =1 


cos 4 
1—соз А 


(3)sec А = 1+ ѕеса 
15. 设 球面 等 边 三 角形 的 各 边 均等 于 60。， 求 证 每 角 的 余弦 为 3 к 
16. 在 球面 等 腰 三 角形 中 ， 设 b=c 。 求 证 : 


(2)соза = 





(1) sin = и а 
2 2 

А 

(2) cosc = sotOenk 


17. 在 图 P2-4 的 球面 等 边 三 角形 4BC 中 ，b =c ，D,E 分 别 为 48,4C 上 的 中 点 ，DE 是 


KAIR. RUE: чї DE = 2sin Zsec? 5 
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18. 在 任意 两 球面 三 角形 4BC 和 4B'C' 中 , #AB=A'B', AC=A'C', HA> A. 
KUE: а>а' (提示 : 利用 边 的 余弦 公式 ) 。 

19. 在 球面 三 角形 АВС H, #a+b=180°. KUE: sin24+sin28 = 0 (提示 : 利用 纳 比尔 
相似 式 )。 

20. 在 球面 三 角形 4BC 中 ， 设 4=a 。 求 证 : В УЬ, С 与 c 相 等 或 互补 。 

21. 如 图 P2-5 所 示 ，4BC 为 一 球面 三 角形 ，D 是 48B 上 的 中 点 。 过 C,D 两 点 作 一 大 圆 弧 


sinx _ sinb 








CD ，CD 分 C 角 为 x 和 vy 两 部 分 。 求 证 : 


siny sina 


С 


~ 


D 
P2-5 

22. 在 球面 三 角形 АВС 的 边 АВ 上任 取 一 点 D, it С, Р 两 点 作 一 大 圆 弧 CD 。 求 证 : 
cosa -sin ÁD + cosb -sin BD = cosc -sin CD 

23. 如 图 P2-6 所 示 ， 在 球面 三 角形 PAB 的 两 个 边 24 和 РВ 上 分 别 任 取 一 点 C 和 D， 过 


їп ВО _ sinBD.sin PC 


CD НЕКИ Ср, Ж АВЖ СрО. Жі: 92 $9 
зз АО sin АСѕіпРР 


Р 


图 P2-6 
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24. 在 球面 三 角形 АВС 中 ， 设 C = 90°. ЖИЕ: 
(1)їапа-созс =sinb-cotB ; 


(2) 51а —b) =sina-tan4—sinb-tan Z ; 


(3) ѕіп(с — а) =sinbcosa шап ; 

(4)sin? А =1-sin? Всоз* а o 

25. 在 球面 三 角形 АВС 中 ， 设 C=90。， 从 C 点 引 一 大 圆 弧 CD 垂直 于 АВ (сій), HX 
点 为 D。 求 证 : 


(1)cot* CD = со? at+cot’b; 
(2) cosc = cos BD cos AD cos? CD 。 


26. 在 球面 三 角形 АВС Ч, #С=90°, D Ж АВ 上 的 中 点 ， 连 接 Ср. KiE: 
45іп? CD cos? г =5іпа+5іп? Б 。 


27. 在 球面 三 角形 4BC 中 ， 设 c=90°。 求 证 : cos: Вѕіп? С = эю” bsin? 2С + cos? Вѕіп? А 


28. 在 球面 三 角形 ABC 中 ， 设 c = 90。。 求 证 : 

() 若 直 边 的 两 邻 角 同 大 于 或 同 小 于 9%0%。， 则 直 边 所 对 应 的 角 必 大 于 9%0。 ; 
(2) 若 直 边 的 一 邻 角 大 于 90° 而 另 一 邻 角 小 于 90。， 则 直 边 所 对 应 的 角 小 于 90* ; 
(3) 若 其 他 两 边 同 大 于 或 同 小 于 9%0。， 则 直 边 所 对 应 的 角 大 于 90。 ; 
(4) 若 一 边 大 于 ?0 而 另 一 边 小 于 90。， 则 直 边 所 对 应 的 角 小 于 90。; 
(5) 直 边 的 邻 角 与 它 的 对 边 必 同 大 于 9%0? 或 同 小 于 90。。 

29. 己 知 球面 三 角形 的 两 边 及 其 夹 角 : 

(1) a=38°15'.0, b=75°10'.0, С=52°14'.0, Жс,А,В 

(2) а =118°31'.0, b=50°20'.0, C=100°40'.0, Жс, А, В 

(3) a = 50°10'.5, Ь=40°00'.2, С = 121°36'3, жс, А, В 

30. 已 知 球面 三 角形 的 两 角 及 其 夹 边 

(1)Ж а =85°03'.0, B=30°19'.0, С= 58°20'0, 3А, b,c 

(2) а =118°50'0, В = 49°18'0, С=61°40'0, ЖА, b,c 

31. 已 知 球面 三 角形 的 两 边 及 其 一 对 角 : 

(1) а = 66°02'.0, b=108°49'.0, A=64°28'.0, ЖВ 

(2)# b =34°19'.0, с=63°22'.5, В=30°57'4, ЖС 

32. 已 知 球面 三 角形 的 两 角 及 其 一 对 边 : 

(1)#f A =114°35'.0, B=30°19'.0, a=85°03'.0, ЖЬ 

(2) В = 41°00'4, С=91°32'4, b=75°34'.6, Жс 

33. 利用 纳 比尔 相似 式 ， 解 : 

(1)Æ a =105°40'.0, c=62°21'.0, B=70°56'.0, 求 4A,C,b 


31 


(2) а = 68°50'.0, В =114°35'0, C=30°19'.0, ЖА,Ь,с 

34. 球面 三 角形 中 ， 已 知 a=69°34'.5，b=57°49'.5，c=114°16'.0， 用 半角 正切 公式 求 
A,B,C 

35. 已 知 球面 三 角形 的 C = 90° : 

(1) а =48°54'.9, b=12°16'.7, ЖА,В,с 

(2) 若 a =108°41'.6, b=138°40'.5, Ж A,B,c 

(3) а =132°06'.0, b=77°51'.0, Ж A,B,c 

(4# а = 67°30'.2, В=132°45'.0, Ж А,Ь,с 

(5) a = 67°43'.0, A=80°12'.7, Ж В,Ь,с 

(6)Ж а =112°10'.0, 4=99°50'.2, Ж B,b,c 

(DÆ A=111°17'.7, В=157°37'9, Жа,Ь,с 

36. 已 知 球面 三 角形 的 c= 90° : 

(а =46°31'.0, b=62°49'.2, Ж A,B,C 

(2) а =115°50'3, b=138°54'.9, Ж А,В,с 

B)Æ А=139°05'.0, b=143°44'.0, K B,C,a 

(4# А = 76°4'7, b=58°59'.5, Ж B,C,a 

(5)Æ A = 49°43'0, a=58°26'.5, K B,C,b 

(6# A =131°32'.6, a=115°50'.3, ЖВ,С,Ь 

(DÆ С =106°25'7, В=70°12'.0, 3K 4,а,Ь 

37. 某 轮 从 始 发 港 А(ф, = 22°11'.6N,4 =85°13'.2E) 航行 至 目的 港 В(ф„ =35°06'.4N, 
А» =168°13'.5Е), ХЖ А, В 两 地 的 大 圆 航程 D 和 起 始 航向 С, 和 到 达 航 向 C2。 
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第 三 草 ”误差 理论 基础 


科学 实验 是 从 观测 (或 测量 ) 开 始 的 ， 而 每 进行 一 次 观测 必定 存在 误差 。 误 差 自始至终 存 
在 于 一 切 科 学 实验 (观测 ) 之 中 。 

研究 误差 的 意义 在 于 : 

(GD) 正 确认 识 误差 的 性 质 ， 分 析 误 差 产生 的 原因 ， 以 消除 或 减 小 误差 。 

(2) 正 确 处 理 观测 和 实验 数据 ， 合 理 计算 所 得 结果 ， 以 便 在 一 定 条 件 下 得 到 更 接近 于 真 值 
的 数据 。 

(3) 正 确 组 织 实验 或 观测 ， 合 理 设 计 仪器 或 选用 仪器 和 观测 方法 ， 以 便 在 最 经 济 条 件 下 ， 
得 到 理想 的 结果 。 

船舶 定位 是 观测 学 科 的 一 个 分 支 ， 因 此 ， 每 个 经 观测 得 到 的 船 位 必定 存在 误差 。 误 差 的 
研究 包括 两 个 方面 : 一 是 对 误差 的 定量 研究 ， 即 经 一 系列 数据 处 理 求 出 误差 的 具体 值 ， 二 是 
对 误差 的 定性 研究 ， 即 不 必 求 出 误差 的 具体 值 ， 在 了 解 观 测 误差 的 条 件 下 ， 根 据 误 差 理论 提 
出 的 原则 ， 采 用 相应 的 方法 ， 使 观测 误差 对 观测 结果 的 影响 达到 最 小 。 后 者 是 航海 人 员 讨 论 
的 主要 问题 ， 前 者 是 观测 学 科 和 科研 主要 讨论 的 问题 ， 并 且 后 者 已 在 航海 实践 中 得 到 了 广泛 
的 应 用 ， 如 : 每 次 观测 必然 存在 误差 ， 专业课 中 将 介绍 在 一 定 的 条 件 下 对 该 误差 航海 人 员 已 
心中 有 数 ， 而 不 必 求 出 具体 值 ， 在 这 个 前 提 下 ， 如 果 观 测 两 物 标定 位 其 方位 差 角 应 趋 近 90° 
最 好 ， 在 等 精度 条 件 下 船 位 在 两 船 位 线 交 角 的 锐角 角 平 分 线 方向 上 误差 大 。 这 就 是 航海 人 员 
研究 误差 的 主要 内 容 ， 力 求 简单 、 明 了 ， 以 便 在 航海 实践 中 灵活 运用 。 因 此 ， 航 海上 研究 误 
差 的 目的 并 不 是 期 望 通 过 一 系列 的 数据 处 理 进一步 提高 观测 结果 的 精度 ， 而 是 指导 航海 人 员 
根据 船 位 误差 理论 确定 的 原则 采用 正确 的 方法 ， 在 原 有 精度 的 基础 上 得 到 最 佳 观测 结果 ， 这 
就 是 对 船 位 误差 做 定性 分 析 。 


第 一 节 ”观测 基础 知识 


一 、 观 测 方 法 的 种 类 

1. 按 测 得 结果 的 方法 分 为 直接 观测 和 间接 观测 

(DU 直 接 观测 : 用 量具 或 仪表 直接 读 出 观测 值 的 ， 即 直接 观测 所 求 量 ， 称 为 直接 观测 ， 相 
应 的 量 值 称 为 直接 测 得 值 。 例 如 用 米 尺 测 物体 的 长 度 ， 用 天 平和 硅 码 测 物体 的 质量 ， 用 电流 
计 测 线路 中 的 电流 ， 都 是 直接 观测 。 

(2) 间 接 观 测 : 指 利用 直接 观测 与 被 测 的 量 之 间 有 一 定 函数 关系 的 其 他 量 ， 按 照 已 知 的 函 
数 关系 计算 出 被 测 的 量 ， 即 根据 一 个 或 多 个 直接 观测 结果 ， 利 用 一 定 的 函数 关系 求 得 被 观测 
量 。 例 如 测 物 体 密 度 时 ， 先 测 出 该 物体 的 体积 和 质量 ， 再 利用 公式 算出 物体 的 密度 。 

值得 注意 的 是 : 有 的 量 值 既 可 以 直接 观测 ， 也 可 以 间接 观测 ， 这 主要 取决 于 使 用 的 仪器 


33 


和 观测 方法 。 随 着 观测 技术 的 发 展 ， 用 于 直接 观测 的 仪器 越 来 越 多 。 

2. 按 观 测 条 件 分 为 等 精度 观测 和 非 等 精度 观测 

(1) 等 精度 观测 ， 是 指 对 某 一 量 在 相同 观测 条 件 下 进行 重复 观测 ， 对 每 一 次 观测 的 信赖 程 
度 均 相 同 。 

相同 观测 条 件 指 同一 观测 者 ， 在 同一 环境 下 ， 用 同一 仪器 、 同 一 方法 。 

重复 观测 测 得 一 组 数据 ， 尽 管 各 观测 值 可 能 不 同 ， 但 没 理由 认为 哪 一 次 (或 几 次 ) 的 观测 
值 更 可 靠 或 更 不 可 靠 ， 只 能 认为 每 次 观测 的 可 靠 程 度 都 相同 。 

(2) 非 等 精度 观测 ， 是 指 对 某 一 量 在 不 同 观测 条 件 下 进行 重复 观测 ， 对 每 一 次 观测 的 信赖 
程度 均 不 相同 。 

在 所 有 的 观测 条 件 中 ， 只 要 有 一 个 发 生变 化 ， 这 时 所 进行 的 观测 就 是 不 等 精度 观测 。 实 
际 上 ， 一 切 物质 都 在 运动 中 ， 没 有 绝对 不 变 的 人 和 事物 ， 只 要 其 变化 对 实验 的 影响 很 小 乃至 
可 以 忽略 ， 就 可 以 认为 是 等 精度 观测 。 

上 述 两 种 情况 可 组 合成 等 精度 直接 观测 、 等 精度 间接 观测 、 非 等 精度 直接 观测 和 非 等 精 
度 间接 观测 。 

二 、 误 差 及 其 成 因 

1. 误差 

(1) 误 差 就 是 观测 值 与 被 观测 的 真 值 之 间 的 差 ， 可 用 下 式 表 示 : 

误差 6 = MME- REL = RRE (3-1-1) 


观测 误差 可 用 绝对 误差 或 相对 误差 表示 。 

某 量 值 的 观测 值 和 真 值 之 差 为 绝对 误差 ， 通 常 简称 为 误差 。 上 述 误差 反映 了 观测 值 偏离 
真 值 的 程度 ， 在 实际 工作 中 一 般 是 得 不 到 的 ， 所 以 又 称 其 为 真 误差 。 绝 对 误差 可 能 是 正 值 或 
负 值 。 所 谓 真 值 是 指 在 观测 一 个 量 时 , 该 量 本 身 所 具有 的 真实 大 小 。 真 值 是 一 个 理想 的 概念 ， 
一 般 是 不 知道 的 。 但 在 某 些 特定 情况 下 ， 真 值 又 是 可 知 的 。 例 如 : 平面 三 角形 三 个 内 角 之 和 
X 180°; 一 个 整 圆周 角 是 360°; 按 定义 规定 的 标准 1 n mile 的 值 可 以 认为 是 1 852 т 等 。 为 
了 使 用 上 的 需要 ， 在 实际 观测 中 ， 常 用 被 测 的 量 的 实际 值 替 代 真 值 ， 而 实际 值 的 定义 是 满足 
规定 精确 度 的 用 来 替代 真 值 使 用 的 量 值 。 实 践 中 ， 可 以 把 高 一 等 级 精度 的 标准 所 测 得 的 量 值 
称 为 实际 值 。 

绝对 误差 与 被 观测 的 真 值 之 比 称 为 相对 误差 。 因 实际 值 与 真 值 接近 ， 因 此 也 可 以 近似 用 
绝对 误差 与 实际 值 之 比值 作为 相对 误差 ， 即 

НА "ERE 

由 于 绝对 误差 可 能 为 正 值 或 负 值 ， 因 此 相对 误差 也 可 能 为 正 值 或 负 值 。 

相对 误差 是 无 量 纲 数 , 通常 以 百分数 (%) 来 表示 。 船舶 上 使 用 的 计 程 仪 的 误差 就 是 用 相对 
误差 表示 的 。 

对 于 相同 的 被 观测 ， 绝 对 误差 可 以 评定 其 观测 精度 的 高 低 ， 但 对 于 不 同 的 被 观测 以 及 不 
同 的 物理 量 ， 绝 对 误差 就 难以 评定 其 观测 精度 的 高 低 ， 而 采用 相对 误差 来 评定 较为 确切 。 

(2) 在 实际 工作 中 ， 经 常 使 用 改正 量 ( 亦 称 修正 值 ) 蔡 代 误 差 。 在 航海 实践 中 就 是 经 常用 改 
正 量 。 改 正 量 就 是 为 消除 系统 误差 ， 用 代数 法 加 到 观测 结果 上 的 值 。 将 测 得 值 加 上 改正 量 后 
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可 得 近似 的 真 值 ， 即 
真 值 = 观测 值 + 改正 量 
由 此 得 
改正 量 A = 真 值 L -IWWEL (3-1-2) 


改正 量 与 误差 值 的 大 小 相等 而 符号 相反 ， 观 测 值 加 改正 量 后 可 以 消除 误差 的 影响 。 但 必 
须 注意 ， 一 般 情 况 下 难以 得 到 真 值 ， 因 为 改正 量 本 身 也 有 误差 ， 修 正 后 只 能 得 到 较 观 测 值 更 
为 准确 的 结果 。 航 海 实际 工作 中 的 指标 差 、 罗 经 差 、 磁 差 、 自 差 等 均 为 改正 量 ， 但 是 航海 人 
员 习 惯 称 其 为 误差 ， 在 阅读 有 关 书 籍 时 应 引起 注意 。 

2. 误差 产生 的 原因 

航海 人 员 在 观测 的 过 程 中 必须 了 解 误差 产生 的 原因 ， 其 目的 是 指导 航海 人 员 改 进 观 测 方 
法 ， 提 高 观测 水 平 。 

(1) 观测 过 程 中 产生 的 误差 

© 观测 装置 误差 

а. 标准 量具 误差 

以 固定 形式 复 现 标 准 量 值 的 器 具 ， 它 们 本 身体 现 的 量 值 ， 不 可 避免 地 都 含有 误差 。 

b. 仪器 误差 

凡 用 来 直接 或 间接 将 被 观测 和 已 知 量 进 行 比 较 的 仪器 或 仪表 ， 它 们 本 身 不 尽 完善 必 将 对 
观测 结果 产生 误差 ， 如 六 分 仪器 差 不 准 。 

c. 附件 误差 

仪器 的 附件 及 附属 工具 的 误差 ， 也 会 引起 观测 误差 。 

@ 环境 误差 

由 于 各 种 环境 与 规定 的 标准 状态 不 一 致 而 引起 的 观测 装置 和 被 观测 本 身 的 变化 所 造成 的 
误差 ， 如 温度 、 湿 度 、 气 压 、 振 动 、 照 明 、 电 磁场 、 重 力 加 速度 等 所 引起 的 误差 。 通 常 仪器 
在 规定 的 正常 工作 条 件 下 所 具有 的 误差 称 为 基本 误差 ， 而 超出 此 条 件 时 所 增加 的 误差 称 为 附 
加 误差 。 

© 方法 误差 

由 于 采用 的 观测 原理 或 观测 方法 不 完善 所 产生 的 误差 。 如 观测 物 标的 垂直 角 求 距离 中 眼 
高 和 岸 距 引 起 求 得 距离 的 误差 ， 不 在 同一 水 平 线 上 观测 两 物 标 之 间 的 水 平 夹 角 等 。 

@ 人 员 误 差 

由 于 观测 者 受 分 辨 能 力 的 限制 ， 因 工作 疲劳 引起 的 视觉 器 官 的 生理 变化 ， 固 有 习惯 引起 
的 读数 误差 ， 以 及 精神 上 的 因素 产生 的 一 时 朴 忽 等 所 引起 的 误差 。 如 照 准 偏 差 、 读 数 偏差 、 
看 水 尺 误差 等 。 

(2) 处 理 观测 数据 时 所 产生 的 误差 

O 有 效 数 字 凑 整 误差 。 

@ 近似 计算 的 误差 。 

© 利用 参数 、 常 数 所 产生 的 误差 。 

总 之 ， 在 计算 观测 结果 的 精度 时 ， 对 上 述 误差 的 来 源 ， 必 须 进行 全 面 的 分 析 ， 力 求 不 遗 
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漏 、 不 重复 ， 特 别 要 注意 对 误差 影响 较 大 的 那些 因素 。 


三 、 误 差 的 种 类 

按照 误差 的 特点 与 性 质 ， 误 差 可 分 为 随机 误差 (也 称 偶 然 误差 )、 系 统 误 差 和 粗大 误差 三 
类 。 

1. 随机 误差 


随机 误差 的 定义 : 观测 结果 与 在 重复 条 件 下 ， 对 同一 被 观测 ( 量 ) 进 行 无 限 多 次 观测 所 得 
结果 的 平均 值 之 差 。 

在 同一 观测 条 件 下 ， 多 次 观测 同一 量 值 时 ， 每 次 观测 的 随机 误差 的 绝对 值 和 符号 以 不 可 
预定 方式 变化 。 当 对 同一 量 值 进行 多 次 等 精度 的 重复 观测 时 , 得 到 一 系列 不 同 的 观测 值 ( 常 称 
为 观测 列 )， 每 个 观测 值 都 含有 误差 ， 这 些 误差 的 出 现 无 确定 的 规律 ， 即 前 一 个 误差 出 现 后 ， 
不 能 预定 下 一 个 误差 的 大 小 和 方向 ， 就 误差 的 个 体 而 言 不 服从 任何 规律 ， 但 就 误差 的 总 体 而 
言 服从 一 定 的 统计 规律 。 

根据 定义 可 以 看 出 ， 无 限 多 次 观测 所 得 结果 的 平均 值 消 除了 随机 误差 。 

随机 误差 是 由 很 多 暂时 未 能 掌握 或 不 便 掌 握 的 微小 因素 所 构成 ， 主 要 有 : 

(1) 观 测 装置 方面 的 因素 

零 部 件 配合 的 不 稳定 性 、 零 部 件 的 变形 、 摩 擦 等 。 

(2) 环 境 方面 的 因素 

温度 、 湿 度 、 光 照 强度 、 灰 尘 以 及 电磁 场 变 化 等 。 

(3) 人 员 方 面 的 因素 

瞄准 、 读 数 的 不 稳定 等 。 

在 实际 工作 中 , 只 能 进行 有 限 次 观测 , 因而 只 能 得 出 这 一 观测 结果 中 随机 误差 的 估计 值 。 
就 单 次 观测 而 言 ， 不 能 将 随机 误差 抵消 ， 只 能 通过 一 定 的 重复 观测 并 利用 相应 的 误差 处 理 方 
法 来 减 小 其 对 观测 结果 的 影响 。 

2. 系统 误差 

系统 误差 的 定义 : 在 重复 性 条 件 下 ， 对 同一 被 观测 ( 量 ) 进 行 无 限 多 次 观测 所 得 结果 的 平 
均值 与 被 观测 的 真 值 之 差 。 

在 同一 条 件 下 ， 多 次 观测 同一 量 值 时 ， 每 次 观测 的 系统 误差 绝对 值 和 符号 保持 不 变 ， 或 
在 条 件 改 变 时 ， 按 一 定 规律 ( 非 统计 规律 ) 变 化 。 

系统 误差 可 按 下 列 方法 分 类 : 

(1) 按 对 误差 掌握 的 程度 分 

QD 已 定 系统 误差 ， 是 指 误差 绝对 值 和 符号 已 经 确定 的 系统 误差 。 

人 @ 未 定 系统 误差 ， 是 指 误差 绝对 值 和 符号 未 能 确定 的 系统 误差 ， 但 通常 可 估计 出 误差 的 
范围 。 
(2) 按 误差 出 现 规律 分 
不 变 系 统 误差 ， 是 指 误差 绝对 值 和 符号 固定 的 系统 误差 。 
@ 变 化 系统 误差 ， 是 指 误差 绝对 值 和 符号 变化 的 系统 误差 。 按 其 变化 规律 ， 又 可 分 为 线 
性 系统 误差 、 周 期 性 系统 误差 和 复杂 系统 误差 等 。 

系统 误差 是 由 固定 不 变 的 或 按 确 定 规律 变化 的 因素 造成 ， 主 要 有 下 述 四 方面 : 

(1) 观 测 装置 方面 的 因素 
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仪器 设计 原理 上 的 缺点 ; 仪器 零件 制造 和 安装 不 正确 ， 仪 器 附件 制造 偏差 等 。 
(2) 环 境 方面 的 因素 
观测 时 的 实际 温度 对 标准 温度 的 偏差 、 观 测 过 程 中 温度 、 湿 度 等 按照 一 定 规律 变化 的 误 


(3) 观 测 方法 的 因素 

采用 近似 的 观测 方法 或 近似 的 计算 公式 等 引起 的 误差 。 

(4) 观 测 人 员 方 面 的 因素 

由 于 观测 者 的 个 人 特点 ， 在 刻度 上 估计 读数 时 ， 习 惯 偏 于 某 一 方向 ;动态 观测 时 ， 记 录 
某 一 信号 有 滞后 的 倾向 。 

系统 误差 的 特征 是 在 同一 条 件 下 , 多 次 观测 同一 量 值 时 , 误差 的 绝对 值 和 符号 保持 不 变 ， 
或 者 在 条 件 改变 时 ， 按 一 定 规律 变化 。 由 此 可 知 ， 多 次 重复 观测 的 系统 误差 不 具有 抵偿 性 ， 
它 是 固定 的 或 服从 某 一 确定 规律 变化 的 误差 。 其 规律 体现 在 : 

(1) 不 变 的 系统 误差 

在 整个 观测 过 程 中 ， 误 差 符 号 和 大 小 固定 不 变 。 例 如 ， 某 尺子 的 公称 尺寸 为 100 mm, 
实际 尺寸 为 100.001 mm， 误 差 为 -0.001 mm， 若 按 公称 尺子 使 用 ， 始 终 会 存在 -0.001 mm 的 
系统 误差 。 

(2) 线 性 变化 的 系统 误差 

在 整个 观测 过 程 中 ， 随 着 观测 值 或 时 间 的 变化 ， 误 差 值 是 成 比例 地 增加 或 减 小 。 例 如 ， 
刻度 值 为 1 mm 的 标准 刻度 尺 ， 由 于 存在 刻画 误差 Amm， 每 一 刻度 间距 实际 为 (I+AD mm, 
若 用 它 观 测 某 一 物体 ， 得 到 的 值 为 ， 则 被 测 长 度 的 实际 值 为 (ТАЈ) mm 这 样 就 产生 了 随 
观测 值 k 的 大 小 而 变化 的 线性 系统 误差 (一 kA )。 

(3) 周 期 性 变化 的 系统 误差 

在 整个 观测 过 程 中 ， 随 着 观测 值 或 时 间 的 变化 ， 误 差 是 按 周期 性 规律 变化 的 。 典 型 的 例 
子 如 仪表 指针 的 回转 中 心 与 刻度 盘 中 心 有 偏 心 值 e 时 ， 则 指针 在 任 一 转角 g 下 由 于 偏心 引起 
的 读数 误差 AL 即 为 周期 性 系统 误差 AL = езїп р 

(4) 复 杂 规 律 变化 的 系统 误差 

在 整个 观测 过 程 中 ， 误 差 是 按 确定 的 且 复 杂 的 规律 变化 的 。 例 如 微 安 表 的 指针 偏转 角 与 
偏转 力矩 不 能 严格 保持 线性 关系 ， 而 表盘 仍 采 用 均匀 刻度 所 产生 的 误差 等 。 

系统 误差 的 数值 往往 较 大 ， 必 须 消 除 才 能 有 效 地 提高 观测 精度 。 为 了 消除 或 减 小 系统 误 
差 ， 必 须发 现 系统 误差 。 系 统 误差 的 成 因 是 复杂 的 ， 人 们 还 难于 查 明 所 有 的 系统 误差 ， 也 不 
可 能 全 部 消除 它 的 影响 。 发 现 系 统 误差 必须 根据 具体 观测 过 程 和 观测 仪器 进行 全 面 的 、 仔 细 
的 分 析 ， 目 前 还 没有 能 够 适用 于 发 现 各 种 系统 误差 的 普遍 方法 ， 下 面 只 介绍 适用 于 发 现 某 些 
系统 误差 常用 的 几 种 方法 : 

(1) 实 验 对 比 法 

改变 产生 系统 误差 的 条 件 进行 观测 ， 以 发 现 系统 误差 ， 这 种 方法 适用 于 发 现 不 变 的 系统 
误差 。 例 如 ， 采 用 不 同方 法 测 同 一 量 ， 若 其 结果 不 一 致 ， 表 明 至 少 有 一 种 方法 存在 系统 误差 。 
还 可 采用 仪器 对 比 法 、 参 量 改变 对 比 法 、 改 变 实验 条 件 对 比 法 、 改 变 实验 操作 人 员 对 比 法 等 ， 
观测 时 可 根据 具体 实验 情况 选用 。 
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(2) 数 据 分 析 法 

主要 进行 定量 分 析 来 判断 是 否 有 系统 误差 。 一 般 可 采用 残余 误差 观察 法 、 残 余 误 差 校 验 
法 、 不 同 公式 计算 标准 差 比较 法 、 计 算数 据 比 较 法 等 方法 。 如 残余 误差 观察 法 是 根据 观测 列 
的 各 个 残余 误差 大 小 和 符号 的 变化 规律 ， 直 接 由 误差 数据 来 判断 有 无 系统 误差 ， 这 种 方法 主 
要 适用 于 发 现 有 规律 变化 的 系统 误差 。 再 比如 计算 数据 比较 法 是 对 同一 量 进行 多 组 观测 ， 得 
到 很 多 数据 , 通过 多 组 计算 数据 比较 ,者 不 存在 系统 误差 ,其 比较 结果 应 满足 随机 误差 条 件 ， 
否则 可 认为 存在 系统 误差 。 有 关 误 差 理 论 方面 的 专著 对 这 些 方法 有 详尽 地 介绍 。 

(3) 法 理论 分 析 法 

主要 进行 定性 分 析 来 判断 是 否 有 系统 误差 ， 如 分 析 仪 器 所 要 求 的 工作 条 件 是 否 满足 ， 实 
验 所 依据 的 理论 公式 所 要 求 的 条 件 在 观测 过 程 中 是 否 满足 。 如 果 这 些 要 求 没 有 满足 ， 则 实验 
必 有 系统 误差 。 

在 观测 过 程 中 ， 发 现 系统 误差 存在 ， 必 须 进一步 分 析 比 较 ， 找 出 可 能 产生 系统 误差 的 因 
素 以 及 减 小 和 消除 系统 误差 的 方法 ， 但 是 这 些 方 法 和 具体 的 观测 对 象 、 观 测 方法 、 观 测 人 员 
的 经 验 有 关 ， 因 此 要 找 出 普 裔 有 效 的 方法 比较 困难 。 下 面 简单 介绍 几 种 减 小 和 消除 系统 误差 
的 方法 和 途径 : 

(1) 从 产生 系统 误差 的 根源 上 消除 。 

从 产生 系统 误差 的 根源 上 消除 误差 是 最 根本 的 方法 ， 通 过 对 实验 过 程 中 的 各 个 环节 进行 
认真 仔细 分 析 ， 发 现 产 生 系 统 误差 的 各 种 因素 。 可 以 从 下 面 几 个 方面 采取 措施 从 根源 上 消除 
或 减 小 误差 :采用 近似 性 较 好 又 比较 切合 实际 的 理论 公式 , 尽 可 能 满足 理论 公式 所 要 求 的 实验 
条 件 ; 选用 能 满足 观测 误差 所 要 求 的 实验 仪器 装置 ， 严 格 保 证 仪器 设备 所 要 求 的 观测 条 件 ; 
采用 多 人 合作 ， 重 复 实验 的 方法 。 

(2) 引 入 修正 项 消除 系统 误差 。 

通过 预先 对 仪器 设备 将 要 产生 的 系统 误差 进行 分 析 计 算 ， 找 出 误差 规律 ， 从 而 找 出 修正 
公式 或 修正 值 ， 对 观测 结果 进行 修正 。 

(3) 采 用 能 消除 系统 误差 的 方法 进行 观测 。 

对 于 某 种 固定 的 或 有 规律 变化 的 系统 误差 ， 可 以 采用 交换 法 、 抵 消 法 、 补 偿 法 、 对 称 观 
测 法 、 半 周期 偶数 次 观测 法 等 特殊 方法 进行 清除 。 采 用 什么 方法 要 根据 具体 的 情况 及 观测 者 
的 经 验 来 决定 。 

无 论 采 用 哪 种 方法 都 不 可 能 完全 将 系统 误差 消除 ， 只 要 将 系统 误差 减 小 到 观测 误差 要 求 
允许 的 范围 内 ， 或 者 系统 误差 对 观测 结果 的 影响 小 到 可 以 忽略 不 计 ， 就 可 以 认为 系统 误差 已 
被 消除 。 航 海 实践 中 往往 是 事先 算出 系统 误差 并 将 其 消除 ， 或 用 一 定 的 方法 将 其 抵消 。 

3. 粗大 误差 ( 粗 差 ) 

超出 在 规定 条 件 下 预期 的 误差 称 为 粗大 误差 ， 或 寄生 误差 、 过 失误 差 ， 简 称 为 粗 差 。 此 
误差 数值 较 大 ， 明 显 焉 曲 观测 结果 ， 如 观测 时 认错 物 标 、 读 错 或 记 错 了 数 、 使 用 了 残损 仪器 
以 及 观测 时 不 细心 而 引起 的 过 失 性 误差 等 。 

产生 粗大 误差 的 原因 很 多 ， 大 致 归结 为 : 

(1) 观 测 人 员 的 主观 原因 

由 于 观测 者 工作 责任 感 不 强 , 工作 过 于 疲劳 或 者 缺乏 经 验 操 作 不 当 , 或 在 观测 时 不 小 心 、 
不 耐心 、 不 仔细 造成 了 错误 的 读数 或 错误 的 记录 ， 这 是 产生 粗 差 的 主要 原因 。 


38 


(2) 客 观 外 界 条 件 的 原因 

由 于 观测 条 件 意外 地 改变 ， 引 起 仪器 示 值 或 被 测 对 象 位 置 的 改变 而 产生 粗 差 。 

对 粗 差 ， 除 了 设法 从 观测 结果 中 发 现 和 鉴别 而 加 以 剔除 外 ， 更 重要 的 是 要 加 强 观测 者 的 
工作 责任 心 和 以 严格 的 科学 态度 对 待 观测 工作 ; 此 外 ， 还 要 保证 观测 条 件 的 稳定 ， 或 者 应 避 
免 在 外 界 条 件 发 生 激烈 变化 时 进行 观测 。 

在 判别 某 个 测 得 值 是 否 含有 粗 差 时 ， 要 特别 慎重 ， 应 作 充 分 的 分 析 和 研究 ， 并 根据 判别 
准则 予以 确定 。 用 于 判别 粗 差 的 准则 有 很 多 ， 航 海 实践 中 采用 的 是 置信 概率 为 95% 的 2o 准 
则 ， 具 体 做 法 相 见 后 续 章 节 。 

应 注意 误差 的 分 类 不 是 绝对 的 ， 在 一 定 的 条 件 下 可 以 相互 转换 。 对 某 项 具体 误差 ， 在 此 
条 件 下 为 系统 误差 ， 而 在 另 一 种 条 件 下 可 为 随机 误差 ， 反 之 亦 然 。 掌 握 误 差 转化 的 特点 ， 可 
将 系统 误差 转化 为 随机 误差 ， 用 数据 统计 处 理 方法 减 小 误差 的 影响 ， 或 将 随机 误差 转化 为 系 
统 误差 ， 用 修正 法 减 小 其 影响 。 总 之 ， 系 统 误差 和 随机 误差 之 间 并 不 存在 绝对 的 界限 。 随 着 
对 误差 性 质 认识 的 深化 和 观测 技术 的 发 展 ， 有 可 能 把 过 去 作为 随机 误差 的 某 些 误差 分 离 出 来 
作为 系统 误差 ， 或 把 某 些 系统 误差 当做 随机 误差 来 处 理 。 

四 、 误 差 、 精 度 与 不 确定 度 

误差 或 精度 用 来 描述 观测 结果 的 可 信赖 程度 。 

误差 : 反映 观测 值 偏 离 真 值 的 程度 ; 

精度 : 反映 观测 值 接 近 真 值 的 程度 。 

两 者 本 质 上 是 相同 的 ， 大 小 相对 应 ， 只 不 过 是 从 相反 的 角度 反映 观测 的 质量 。 因 此 ， 可 
用 误差 大 小 表示 精度 的 高 低 ， 误 差 小 则 精度 高 ， 误 差 大 则 精度 低 。 因 此 ， 精 度 同 误差 一 样 可 
以 描述 系统 和 随机 误差 的 影响 。 

精度 可 分 为 

1. 准确 度 (correctness 正确 度 ) 

反映 观测 结果 中 系统 误差 的 影响 程度 。 它 是 一 个 定性 的 概念 。 

注意 : 准确 度 是 指 在 规定 的 条 件 下 ， 在 观测 中 所 有 系统 误差 的 综合 ， 理 论 上 对 已 定 系 统 
误差 可 用 修正 值 来 消除 ， 对 未 定 系统 误差 可 用 系统 不 确定 度 来 估计 。 

2. 精密 度 (precision) 

反映 观测 结果 中 随机 误差 的 影响 程度 。 

注意 : 精密 度 是 指 在 一 定 的 条 件 下 进行 多 次 观测 时 , 所 得 观测 结果 彼此 之 间 符 合 的 程度 。 
精密 度 可 简称 为 精度 。 

3. 精确 度 (accuracy) 

反映 观测 结果 中 系统 误差 和 随机 误差 综合 的 影响 程度 , 表示 观测 结果 与 真 值 的 一 致 程度 。 
其 定量 特征 可 用 观测 的 不 确定 度 来 表示 。 

由 上 可 知 ， 准 确 度 、 精 密度 、 精 确 度 本 身 没有 严格 的 数学 定义 ， 是 用 误差 来 表征 的 。 

精度 在 数量 上 有 时 可 用 相对 误差 表示 ， 如 相对 误差 为 0.01%， 可 笼统 说 其 精度 为 104， 
若 纯 属 随机 误差 引起 ， 则 说 其 精密 度 为 10*， 若 是 由 系统 误差 与 随机 误差 共同 引起 ， 则 说 其 
精确 度 为 107 。 

对 于 具体 的 观测 ， 精 密度 高 的 准确 度 不 一 定 高 ， 准 确 度 高 的 精密 度 也 不 一 定 高 ， 但 精确 
度 高 ， 则 精密 度 与 准确 度 都 高 。 
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有 观测 史 以 来 ， 观 测 准确 度 评估 始终 处 于 计量 技术 的 核心 位 置 ， 观 测 不 确定 度 表征 被 观 
测 真 值 在 某 个 量 值 范围 的 估计 ， 观 测 误差 虽然 不 可 能 准确 知道 ， 但 常常 可 以 由 各 种 依据 估计 
观测 误差 可 能 变动 的 区 间 ， 可 以 估计 观测 误差 的 绝对 值 上 界 ， 这 个 被 估计 的 变动 区 间或 上 界 
值 称 为 观测 不 确定 度 ， 它 是 观测 结果 及 其 表征 观测 误差 大 小 的 统计 特征 估计 值 。 

当然 ， 误 差 是 不 确定 度 的 基础 ， 研 究 观测 不 确定 度 首先 需 研 究 观测 误差 ， 只 有 对 误差 的 
性 质 、 分 布 规律 、 相 互联 系 及 对 观测 结果 的 误差 传递 关系 等 有 了 充分 的 认识 和 了 解 ， 才 能 更 
好 地 估计 各 不 确定 度 分 量 ， 正 确 得 到 观测 结果 的 不 确定 度 ， 用 观测 不 确定 度 代 替 观 测 误 差 表 
示 观 测 结果 ， 易 于 理解 、 便 于 评定 ， 具 有 合理 性 和 实用 性 。 观 测 不 确定 度 是 对 经 典 误差 理论 
的 补充 、 完 善 与 发 展 ， 是 现代 误差 理论 的 内 容 之 一 。 


第 二 市 ”随机 误差 的 特征 和 衡量 标准 


一 、 随 机 误差 的 统计 特征 

对 一 固定 被 观测 进行 多 次 重复 观测 ， 若 观测 列 中 不 包含 系统 误差 和 粗大 误差 ， 由 观测 值 
反映 出 随机 误差 的 变化 ， 随 机 误差 的 出 现 ， 对 个 体 而 言 是 没有 规律 的 ， 是 随机 的 ， 是 不 可 预 
测 的 。 误 差 的 数值 可 能 大 ， 可 能 小 ， 其 符号 可 能 正 ， 可 能 负 ， 但 对 大 量 随机 误差 数据 组 成 的 
整体 而 言 ， 是 服从 统计 规律 的 。 经 大 量 的 实际 经 验 ， 这 统计 规律 也 就 是 随机 误差 所 具有 的 下 
述 四 条 特征 : 

1. 对 称 性 

绝对 值 相 等 的 正 负 误差 出 现 的 概率 相同 ， 即 经 大 量 观测 所 产生 绝对 值 相 等 的 正 负 误差 出 
现 的 机 会 相等 。 

2. 单 峰 性 

绝对 值 小 的 误差 比 绝对 值 大 的 误差 出 现 的 机 会 多 。 

3. 有 界 性 

在 一 定 的 条 件 下 ， 误 差 的 绝对 值 不 超过 一 定 界限 。 

4. 抵偿 性 

当 观 测 次 数 无 限 增 加 时 ， 随 机 误差 的 代数 和 将 趋 于 零 。 

最 后 一 个 特征 可 由 第 一 个 特征 推导 出 来 ， 因 为 绝对 值 相等 的 正 误差 和 负 误 差 之 和 可 以 互 
相抵 消 。 对 于 有 限 次 观测 ， 随 机 误差 的 算术 平均 值 是 一 个 有 限 小 的 量 ， 而 当 观 测 次 数 无 限 增 
加 时 ， 它 趋向 于 零 。 根 据 上 述 特性 ， 通 过 多 次 观测 求 平 均值 的 方法 ， 可 以 使 随机 误差 相互 抵 
消 。 算 术 平 均值 与 真 值 较为 接近 ， 一 般 作 为 观测 的 结果 。 

以 上 介绍 的 随机 误差 的 四 点 性 质 ， 仅 当 随 机 误差 为 正 态 分 布 ， 或 者 是 单 峰 两 边 对 称 分 布 
时 才 具 有 ， 这 就 是 前 提 。 实 际 工作 中 ， 我 们 遇 到 的 随机 误差 绝 大 多 数 为 正 态 分 布 ， 故 所 遇 到 
的 随机 误差 绝 大 多 数 都 具有 上 述 四 种 性 质 。 

二 、 随 机 误差 的 衡量 标准 

评定 观测 成 果 的 精度 是 观测 平 差 的 主要 任务 之 一 。 精 度 就 是 指 误 差分 布 的 密集 或 离散 的 
程度 。 例 如 两 组 观测 成 果 的 误差 分 布 相 同 ， 便 是 两 组 观测 成 果 的 精度 相同 ， 反 之 ， 若 误差 分 
布 不 同 ， 则 精度 也 就 不 同 。 

精度 高 ， 则 误差 分 布 较为 密集 ; 精度 低 ， 则 误差 分 布 较为 分 散 。 在 一 定 的 观测 条 件 下 进 
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行 的 一 组 观测 ， 它 对 应 着 一 种 确定 的 误差 分 布 。 如 果 分 布 较为 密集 ， 即 离散 度 较 小 时 ， 则 表 
示 该 组 观测 质量 较 好 ， 也 就 是 说 ， 这 一 组 观测 精度 较 高 ， 反 之 ， 如 果 分 布 较为 离散 ， 即 离散 
度 较 大 时 ， 则 表示 该 组 观测 质量 较 差 ， 也 就 是 说 ， 这 一 组 观测 精度 较 低 。 在 相同 的 观测 条 件 
下 所 进行 的 一 组 观测 ， 由 于 他 们 对 应 着 同一 种 误差 分 布 ， 对 于 这 一 组 中 的 每 一 个 观测 值 ， 都 
称 为 是 同 精度 观测 值 。 

由 随机 误差 的 定义 可 知 , 在 n 次 观测 中 所 产生 的 随机 误差 绝对 值 的 大 小 、 正 负 均 不 确定 。 
由 于 随机 误差 的 存在 ， 在 等 精度 观测 列 中 各 个 测 得 值 一 般 都 不 相同 ， 它 们 围绕 着 该 观测 列 的 
算术 平均 值 有 一 定 的 分 散 ， 此 分 散 度 说 明了 观测 列 中 单 次 测 得 值 的 不 可 靠 性 ， 必 须 用 一 个 数 
值 作为 其 不 可 靠 性 的 评定 标准 。 随 机 误差 用 误差 范围 来 表示 ， 它 可 由 误差 理论 估算 出 来 ， 其 
表示 方法 有 标准 误差 、 平 均 误差 和 极限 误差 等 。 它 们 的 区 别 仅 在 于 概率 大 小 的 不 同 。 对 于 初 
学 者 来 说 ， 首 先 需 要 的 是 建立 误差 概念 以 及 学 会 用 对 实验 结果 进行 评价 的 简单 误差 来 进行 误 
差 估算 。 有 些 函 数 袖 珍 计算 器 有 标准 误差 的 计算 程序 ， 可 以 直接 进行 标准 误差 的 计算 ， 具体 
的 用 法 可 参阅 计算 器 的 使 用 说 明 书 。 

在 实用 上 ， 是 用 一 些 数字 特征 来 说 明 误差 分 布 的 密集 或 离散 的 程度 ， 称 它们 为 衡量 精度 
的 指标 。 衡 量 精度 的 指标 有 很 多 种 ， 下 面 介 绍 几 种 常用 的 精度 指标 。 

1. 标准 差 a (standard error) 

观测 的 标准 偏差 简称 标准 差 ， 亦 可 称 之 为 均 方 根 误差 。 

在 等 精度 观测 列 中 ， 单 次 观测 的 标准 差 的 理论 公 了 于 


Sa [& +д, ++i а D 
п dc (3-2-1) 


AP: n 观测 次 数 (应 该 充分 大 ); 
6 =/,- 工 一 一 测 得 值 与 被 观测 的 真 值 之 差 。 

它 所 表示 的 物理 意义 是 : 如 果 多 次 观测 的 随机 误差 遵从 正 态 分 布 ， 那 么 任意 一 次 观测 ， 
观测 值 误差 落 在 -o 到 +o 之 间 的 可 能 性 为 68.3%; 或 者 可 说 , 对 某 一 次 观测 结果 , BEE -o 
到 +o 区间 内 的 概率 为 68.3%。 

在 实际 工作 中 ， 当 被 观测 的 真 值 为 未 知 时 ， 按 上 式 无 法 求 得 标准 差 ， 所 以 上 式 不 能 直接 
用 于 计算 。 在 有 限 次 观测 情况 下 ， 可 用 残余 误差 ( 残 差 ) 代 替 真 误差 ， 而 得 到 标准 差 的 估计 值 。 
标准 差 是 由 真 值 计 算得 出 ， 而 标准 差 的 估计 值 是 由 平均 值 计 算得 出 ， 为 避免 表述 错误 ， 统 称 
标准 差 。 

注意 ， 标 准 差 o 不 是 观测 列 中 任何 一 个 具体 值 的 随机 误差 ， 其 大 小 只 说 明 ， 在 一 定 条 件 
下 等 精度 观测 列 随 机 误差 的 概率 分 布 情况 。 在 该 条 件 下 ， 任 一 单 次 测 得 值 的 随机 误差 2 一 般 
都 不 等 于 a ， 但 却 认 为 这 一 系列 观测 中 所 有 测 得 值 都 属 同样 一 个 标准 差 о 的 概率 分 布 。 在 不 
同 条 件 下 ， 对 同一 被 观测 进行 两 个 系列 的 等 精度 观测 ， 其 标准 差 o 也 不 相同 。 

不 同 的 o 将 对 应 着 不 同形 状 的 分 布 曲线 ( 见 随机 误差 的 概率 分 布 )，o 愈 小 ， 曲 线 愈 为 陡 
峭 ，o 愈 大 ， 则 曲线 愈 为 平缓 。cr 的 大 小 可 以 反映 精度 的 高 低 ， 所 以 常用 中 误差 o 作为 衡量 
精度 的 指标 。 





41 


2. 概率 误差 p (probable error) 和 平均 误差 9 

除了 采用 标准 差 作 为 衡量 随机 误差 的 尺度 以 外 ， 还 可 采用 概率 误差 和 平均 误差 作为 衡量 
随机 误差 的 标准 。 

在 一 组 等 精度 观测 中 ， 若 某 一 随机 误差 具有 这 样 的 特性 ， 绝对 值 比 它 大 的 误差 个 数 与 绝 
对 值 比 它 小 的 误差 个 数 相同 (各 为 1/2)， 那 么 这 个 误差 就 称 为 概率 误差 p ， 也 就 是 说 ， 全 部 误 
差 按 绝对 值 大 小 顺序 排列 ， 中 间 的 那个 误差 就 称 为 概率 误差 p o 

在 一 组 等 精度 观测 中 ， 所 有 误差 绝对 值 的 算术 平均 值 ， 称 为 平均 误差 9 。 

它们 与 标准 差 的 关系 为 : 


p =0.67450 = 20 


90.7979 = 4с 
5 (3-2-2) 
由 此 可 见 ， 不 同 大 小 的 p 和 8 ， 对 应 着 不 同 的 G ， 也 就 对 应 着 不 同 的 误差 分 布 曲线 。 因 
此 ， 也 可 以 用 概率 误差 和 平均 误差 作为 衡量 精度 的 指标 。 
3. 极限 误差 
标准 差 不 是 代表 个 别 随 机 误差 的 大 小 ， 而 是 代表 误差 分 布 的 离散 度 的 大 小 。 由 标准 差 的 
定义 可 知 ， 它 是 代表 一 组 等 精度 观测 随机 误差 平方 的 平均 值 的 平方 根 极限 值 ， 标 准 差 愈 小 ， 
即 表示 在 该 组 观测 中 ， 绝 对 值 较 小 的 误差 愈 多 。 在 大 量 等 精度 观测 的 一 组 误差 中 ， 误 差 落 在 
(-0,+0)，(-20,+20) Ñi (-30,+30) 的 概率 分 别 为 : 
P(-0,+0)~ 68.3% 
P(-20,+20) = 95.5% 
P(-30,+30) = 99.7% 


上 式 反映 了 标准 差 与 真 误差 间 的 概率 关系 。 绝 对 值 大 于 标准 差 的 随机 误差 ， 其 出 现 的 概 
率 为 31.7%; 而 绝对 值 大 于 两 倍 中 误差 的 随机 误差 出 现 的 概率 为 4.5%; 特别 是 绝对 值 大 于 三 
倍 中 误差 的 随机 误差 出 现 的 概率 仅 有 0.3%, 这 已 经 是 概率 接近 于 零 的 小 概率 事件 , 或 者 说 这 
是 实际 上 的 不 可 能 事件 。 一 般 以 三 倍 标准 差 作为 随机 误差 的 极限 值 An ， 并 称 为 极限 误差 ， 
BH Ag =30 o 

在 航海 实践 中 ， 常 采用 2o 作为 极限 误差 的 。 在 观测 工作 中 ， 如 果 某 误差 超过 了 极限 误 
差 ， 那 就 可 以 认为 它 是 错误 ， 相 应 的 观测 值 应 进行 重 测 、 补 测 或 舍 去 不 用 。 

4. 随机 不 确定 度 

表示 误差 大 小 时 出 现 两 种 情况 : 一 种 是 明确 误差 的 “十 ”或 “一 ” 这 与 误差 的 定义 是 一 
致 的 ， 另 一 种 是 以 “ 士 ” 给 出 一 个 区 间 ， 表 示 误 差 变 化 的 范围 ， 过 去 把 该 范围 也 称 为 误差 ， 
实际 上 该 范围 不 是 误差 的 具体 值 , 为 避免 造成 概念 上 的 混乱 , 国际 上 采用 了 不 确定 度 的 概念 ， 
即 凡 是 用 区 间 “ 士 ”给 出 的 误差 指标 均 称 为 不 确定 度 ， 如 +tta 。 在 实际 工作 中 ， 航 海 人 员 往 
往 将 误差 和 不 确定 度 混 用 了 。 

观测 不 确定 度 是 指 观测 结果 变化 的 不 肯定 ， 是 表征 被 观测 的 真 值 在 某 个 量 值 范围 的 一 个 
估计 ， 是 观测 结果 含有 的 一 个 参数 ， 用 以 表示 被 观测 值 的 分 散 性 。 该 定义 表明 ， 一 个 完整 的 
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观测 结果 应 包含 被 观测 值 的 估计 与 分 散 性 参数 两 部 分 。 例 如 ， 被 观测 了 的 观测 结果 为 
Y=y+tto ， 其 中 yy 是 被 观测 的 估计 ， 它 具有 的 观测 不 确定 度 为 +to 。 显 然 ， 被 观测 的 观测 
结果 所 表示 的 并 非 为 一 个 确定 的 数值 ， 而 是 分 散 的 无 限 个 可 能 值 所 处 于 的 一 个 区 间 。 

实际 观测 中 ， 影 响 观测 结果 的 精度 有 多 方面 因素 ， 故 观测 不 确定 度 包 含 多 个 分 量 ， 各 分 
量 不 论 其 性 质 如 何 ， 按 其 计算 方法 分 为 4 类 不 确定 度 分 量 和 B 类 不 确定 度 分 量 ， 相 应 地 可 用 
两 类 方法 进行 评定 , ШШ 4 类 评定 与 В 类 评定 。 用 标准 差 表 征 的 不 确定 度 , 称 为 标准 不 确定 度 ， 
用 4 表示 。 观测 不 确定 度 所 包含 的 若干 个 不 确定 度 分 量 ,都 是 标准 不 确定 度 分 量 , 用 ji 表示 ， 
其 评定 方法 如 下 : 

А 类 评定 : 用 统计 分 析 法 评定 , 其 标准 不 确定 度 и 等 同 于 由 系列 观测 值 获得 的 标准 差 or ， 
BI u=. 

В 类 评定 : 不 用 统计 分 析 法 ， 而 是 基于 其 他 方法 估计 概率 分 布 或 分 布 假设 来 评定 标准 差 
并 得 到 标准 不 确定 度 。 通 常用 仪器 的 示 值 误差 ( 限 ) 或 仪器 的 灵敏 阔 来 表示 。B 类 评定 在 不 确 
定 度 评定 中 占有 重要 地 位 ， 实 际 工作 中 多 采用 B 类 评定 ， 是 因为 有 的 不 确定 度 无 法 用 统计 方 
法 来 评定 ， 或 者 虽 可 用 统计 方法 ， 但 不 经 济 。 

如 果 观 测 结果 中 同时 含有 4 类 不 确定 度 分 量 yu 和 В 类 不 确定 度 分 量 ja， 其 合成 不 确定 


度 为 
с= 4} +и5 (3-2-2) 

观测 不 确定 度 和 观测 误差 是 误差 理论 中 两 个 重要 概念 ， 它 们 都 是 评价 观测 结果 质量 高 低 
的 重要 指标 ， 都 可 作为 观测 结果 的 精度 评定 参数 。 但 它们 之 间 又 有 明显 的 区 别 。 

从 定义 上 讲 ， 观 测 误差 是 观测 结果 与 真 值 之 差 ， 它 以 真 值 或 约定 真 值 为 中 心 ， 而 观测 不 
确定 度 是 以 被 观测 的 估计 值 为 中 心 。 因 此 ,观测 误差 是 一 个 理想 的 概念 ， 一 般 不 能 准确 知道 ， 
难以 定量 , 而 观测 不 确定 度 是 反映 人 们 对 被 观测 真 值 在 某 个 量 值 范围 的 估计 , 可 以 定量 评定 。 

观测 误差 按 其 特征 和 性 质 分 为 系统 误差 、 随 机 误差 和 粗大 误差 ， 并 可 采取 不 同 措施 来 减 
小 或 消除 各 类 误差 对 观测 的 影响 。 由 于 各 类 误差 之 间 并 不 存在 绝对 界限 ， 故 在 分 类 判别 和 误 
差 计 算 时 不 易 准 确 掌握 。 观 测 不 确定 度 不 对 观测 误差 进行 分 类 ， 而 是 按 评定 方法 分 为 4 类 评 
定 和 B 类 评定 ， 两 类 评定 方法 不 分 优 劣 ， 按 实际 情况 的 可 能 性 加 以 选用 。 由 于 不 确定 度 的 评 
定 不 考虑 影响 不 确定 度 因素 的 来 源 和 性 质 , 只 考虑 其 影响 结果 的 评定 方法 , 从 而 简化 了 分 类 ， 
便于 评定 与 计算 。 

当然 ， 误 差 是 不 确定 度 的 基础 ， 研 究 观测 不 确定 度 首先 需 研究 观测 误差 ， 只 有 对 误差 的 
性 质 、 分 布 规律 、 相 互联 系 及 对 观测 结果 的 误差 传递 关系 等 有 了 充分 的 认识 和 了 解 ， 才 能 更 
好 地 估计 各 不 确定 度 分 量 ， 正 确 得 到 观测 结果 的 不 确定 度 。 用 观测 不 确定 度 代替 观测 误差 表 
示 观 测 结果 ， 易 于 理解 、 便 于 评定 ， 具 有 合理 性 和 实用 性 。 





第 三 节 ”随机 误差 的 概率 分 布 


描述 随机 误差 的 概率 分 布 的 模型 很 多 ， 正 态 分 布 是 随机 误差 最 普遍 的 一 种 分 布 规律 ， 但 
个 是 唯一 的 分 布 规律 。 随 着 科技 的 发 展 ， 发 现 很 多 随机 误差 不 符合 正 态 分 布 ， 而 是 非 正 态 分 
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布 ， 其 实际 分 布 规律 可 能 较为 复杂 ， 比 如 均匀 分 布 、 反 正弦 分 布 、 三 角形 分 布 、 直 角 分 布 等 。 
航海 上 通常 采用 正 态 分 布 来 描述 航海 观测 中 所 产生 的 随机 误差 。 服 从 正 态 分 布 的 随机 误差 共 
有 前 面 所 列 的 四 个 统计 特征 。 随 机 误差 是 随机 变量 ， 正 态 分布 是 随机 误差 的 一 种 分 布 规律 ， 
也 就 是 随机 变量 的 一 种 分 布 规律 。 

一 、 分 布 函数 

在 实际 中 我 们 有 时 研究 的 不 是 某 一 个 确定 的 值 的 概率 , 而 是 研究 其 在 某 一 范围 内 的 概率 。 

ЖШ: 当 实 数 x <х, t, A Р{х<х<х,}=Р{х<х,}—Р{х< х,} 。 

ЭПЖ Р{х <x<x,}， 只 需求 P{x<x,} 及 Pf{x<x} 即 可 。 下 面 引 入 随机 变量 分 布 
函数 的 概念 。 

定义 : 设 式 是 一 个 随机 变量 ，x EERE, RAF (x)= P{X < 对称 为 蕊 的 分 布 函数 。 

ХР х,х,(х <х,), 9 

Р{х,<х<х,}=Р{х<х,}—Р{х< х} = Е(х,)— F(x) 

КИ, FCA X ADAR RIENE X EEKE (Xx, x,] 上 的 概率 。 这 时 概率 
与 函数 联系 起 来 了 ， 我 们 就 可 以 通过 函数 来 全 面 研究 随机 变量 的 统计 规律 性 。 

如 果 将 蕊 看 成 是 数 轴 上 的 随机 点 的 坐标 , 那么 , 分 布 函数 严 (xz) 在 x 处 的 函数 值 就 表示 蕊 
落 在 区 间 (-co,x] 上 的 概率 。 

二 、 正 态 分 布 (也 称 高 斯 分 布 ) 密 度 函 数 


对 于 随机 变量 X 的 分 布 函数 К(х), ， 存 在 非 负 函 数 f(x) 使 得 对 任意 的 实数 
хє(—®,+о), #{Е(х)= | fde, WRR Ох) 称 为 X 的 概率 密度 函数 ， 简 称 概率 密度 。 


РО) 在 几何 上 表示 一 条 曲线 , 称 为 分 布 密度 曲线 , Д Е) 的 几何 意义 是 : 以 曲线 f(x) 


为 项 ， 以 了 X 轴 为 底 ， 从 一 0 到 x 的 面积 。 
随机 误差 正 态 分 布 密度 函数 表达 式 : 


2 


L a 
ен гер 





(3-3-1) 


Ж: x 一 一 随机 误差 ; 
标准 差 ; 
自然 对 数 的 底 ， 其 值 为 2.7182… 
f(x) 表明 测定 次 数 趋 于 无 限时 ， 测 定 值 出 现 的 概率 密度 。 
E bA x 值 表 示 横 坐标 ，f(x) 值 表 示 纵 坐标 ， 就 得 到 测定 值 的 正 态 分 布 密度 函数 曲线 ， 如 
图 3-3-1 所 示 。 
式 G3-3-1) 的 性 质 及 其 几何 意义 见 图 3-3-1。 
(1) f(x)20. 
(2) 曲线 有 最 高 点 ， 它 对 应 的 横 坐 标 值 0 即 为 总 体 平 均值 。 





с 





е 


G) [лодак =1， 即 总 概率 为 1， 曲线 下 面积 为 随机 误差 落 在 不 同 区 间 的 概率 。 


(4) 正 态 分 布 曲线 关于 直线 x = 0 呈 钟 形 对 称 , 形象 地 反映 了 随机 误差 的 分 布 规律 ,概括 
了 随机 误差 的 四 个 基本 特征 。 

(5) со 为 总 体 标准 差 ， 是 曲线 两 侧 的 拐点 之 一 到 直线 x = 0 的 距离 ， 它 表征 了 测定 值 的 
分 散 程度 。o 值 越 小 ， 表 明 测 定 值 
Кх 0 附近 的 概率 越 大 ， 测 定 
的 精度 越 高 ，o 值 越 大 ， 表 明 测定 fœ 
值 位 于 x=0 附近 的 概率 越 小 ， 测 
定 的 精度 越 低 。 参数 o 决定 了 曲线 
的 形状 : 

с 小 ， 曲 线 陡 ， 该 观测 列 下 相 
应 的 误差 占 优势 ， 任 一 单 次 测 得 值 
对 算术 平均 值 的 分 散 度 就 小 ， 观 测 
的 可 靠 性 大 ， 精 度 高 ; 

o 大 ， 曲 线 平 组 ， 小 误差 出 现 





的 机 会 少 ， 精 度 低 ; 3-3-1 正 态 分 布 密度 函数 
测 精 度 也 定 了 。 


(6) Ж /(х) 在 点 x 处 是 连续 的 ， 则 F(x) = f(x) 
在 连续 点 + 处 有 CD = lim + АЮ) TO _ ， 从 这 里 我 们 看 
到 概率 密度 的 定义 与 物理 学 中 的 线 密度 的 定义 相 类 似 , 这 就 是 为 什么 称 之 为 概率 密度 的 缘故 。 
由 此 可 见 ， 单 次 观测 的 标准 差 o 是 表征 同一 被 观测 的 次 观测 的 测 得 值 分 散 性 的 参数 ， 


可 以 作为 衡量 单 次 观测 不 可 靠 性 的 评定 标准 ， 它 是 观测 精度 ( 即 随机 误差 ) 大 小 的 标准 (尺度 )。 
Мо 三 1， 称 为 标准 正 态 分 布 密度 函数 p (х) 


. Р{х< Х<х+ Ах} 
lim 一 一 一 一 
Ах 


Ax 一 0+ 


2 


ф(х) = = (3-3-2) 


三 、 正 态 分 布 函数 
求 正 态 分 布 函数 即 是 求 随机 误差 落 在 不 同 区 间 内 的 概率 P， 即 曲线 下 的 面积 。 正 态 分 布 
函数 为 : 
1 


CANW2T 


2. 
е 20? 





Е(х)= РОХ <х)= | ros |. 


Ф х=1с, dx=odt，o=1, 代 入 上 式 ， 得 标准 正 态 分 布 函 数 为 : 


1 2 
D(t) = LS 10 
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由 概率 积分 可 知 ， 随 机 误差 正 态 分 布 曲线 下 的 全 部 面积 相当 于 全 部 误差 出 现 的 概率 ， 即 
[hu =] 
T 


而 随机 误差 在 一 x 至 +x 范围 内 的 概率 为 








+ 1 25 2 5 
Р(+х) = е 2° х= е 2° ах 
са Кез се ml 
设 1= 之 ,x=1to, 经 变换 为 
с 


2 2 2 s 
Р) = [е d=2. сте" а [е а) = 2Ф(г)-1 
即 随机 误差 落 在 对 称 区 间 (+x = +tc) 的 概率 ， 如 图 3-3-2 所 示 。 


Р(—х< X < +х) = P(-to < X <+1с) = 2Ф(0) –1 (3-3-3) 


fæ 





图 3-3-2 正 态 分 布 函数 
不 同 t 的 B(t) 值 可 由 标准 正 态 分 布 表 查 出 。 若 某 随 机 误差 在 +to 范围 内 出 现 的 概率 为 


2C(I)-1， 则 超出 的 概率 为 w=1-| 2@(I)-1|=2-2C(t) 。 上 式 计算 时 ， 需 要 查 标准 正 态 
分 布 表 。 这 里 介绍 一 种 近似 计算 的 数学 模型 ， 有 效 位 数 达 小 数 点 后 7 位 。 


oo0-| #150 
1-р(г) #t>0 


р(ї) =1/2(1 +at +a,ť +a t +a,t' +a, +a y" 
(3-3-4) 


= 0.049 867 347 a = 0.021 141 006 1 аз = 0.003 277 6263 
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а, = 0.000 038 0036 а; = 0.000 0488 906 а; = 0.000 005 383 
其 概率 值 如 表 3-3-1 所 示 : 


表 3-3-1 置信 概率 表 


тое SK D 超出 置信 区 间 区 

кА “ИХ [н ЕЕ t 

HERM | ғ 间 的 观测 次 数 
1 : С 








1.96 +1.96 0 i i hooo 
2 0 | DRTE 
= 
1 时 ， 随 机 误差 落 在 +to KERZ Р(-с < X <+о) = 68.3%, BI 68.3% 的 不 确定 度 
为 +o ; 
1=2 时 ， 随 机 误差 落 在 +2o 区 间 的 概率 为 P(-2o < X <+20)=95.4%, Е 95.4% 的 不 确定 
В) +20; 
3 时 ， 随 机 误差 落 在 +3o 区 间 的 概率 为 P(-3o < X < +3с) = 99.7%, ВП 99.7% 的 不 确定 
度 为 +30 。 
随机 误差 落 在 置信 区 间 士 1.96c 内 的 概率 为 95%， 即 95% 的 不 确定 度 为 土 1.96o 。 航 海 
ER 95% 的 不 确定 度 约 为 土 2o 。 
由 表 3-3-1 可 见 ， 随 着 置信 系数 的 增 大 ， 超 出 置信 区 间 的 概率 减 小 得 很 快 ， 当 3 时， 
在 370 次 观测 中 仅 有 1 次 超出 置信 区 间 。 在 实际 观测 中 ， 观 测 次 数 很 少 超过 几 十 次 ， 因 此 ， 
可 以 认为 绝对 值 大 于 3c 的 误差 是 不 可 能 出 现 的 , 通常 称 其 为 单 次 观测 的 极限 误差 。 有 时 也 可 
以 取 其 他 值 表示 单 次 观测 的 极限 误差 ， 表 示 为 土 :io ， 航 海 实践 中 的 极限 误差 为 十 2o 。 











Жит ”算术 平均 值 与 最 小 二 乘法 


一 、 算 术 平 均值 (arithmetic mean) 

算术 平均 值 与 被 观测 的 真 值 最 为 接近 , 由 概率 论 的 大 数 定律 可 知 , 若 观测 次 数 无 限 增 加 ， 
则 算术 平均 值 (算术 平均 值 向 常数 收敛 ) 必 然 趋 近 于 真 值 。 

大 数 定 律 又 叫做 “平均 法 则 ”， 其 主要 含义 是 : 在 随机 事件 的 大 量 重复 出 现 中 ， 往 往 呈 
现 几乎 必然 的 规律 ， 这 个 规律 就 是 大 数 定律 。 通 俗 地 说 就 是 ， 在 试验 不 变 的 条 件 下 ， 重 复试 
验 多 次 ， 随 机 事件 的 频率 近似 于 它 的 概率 。 在 实际 应 用 中 ， 当 试验 次 数 很 大 时 ， 便 可 以 用 事 
件 发 生 的 频率 来 代替 事件 的 概率 ， 即 在 一 定 条 件 下 ，z 个 随机 变量 的 算术 平均 ， 当 п 无 限 增 
加 时 ， 几 乎 变 成 一 个 常数 。 

对 菜 一 量 工 进行 等 精度 无 系统 误差 的 n 次 观测 , 由 于 存在 随机 误差 , 其 测 得 值 都 不 相同 ， 
应 以 全 部 测 得 值 的 算术 平均 值 作为 最 后 观测 结果 。 测 得 值 为 4,, 4,,…, +, ， 则 其 算术 平均 值 : 
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R= Isy (3-4-1) 


п п 
称 为 工 的 最 概率 值 ( 最 佳 估 值 ) 。 
由 误差 的 定义 知 ，5 исо, RAR 


б +ô, +- +8 =(# +L, +- +L, )-nL 


根据 随机 误差 的 第 四 个 特征 抵偿 性 可 知 ， 当 n 时 ， 有 一 站 0， 所 以 


2," 
£ 2,4, >L РРР 

由 此 可 见 , 如 果 能 够 对 某 一 量 进行 无 限 多 次 观测 , 就 可 得 到 不 受 随机 误差 影响 的 观测 值 ， 
或 其 影响 很 小 ， 可 以 忽略 不 计 。 这 就 是 当 观 测 次 数 无 限 增 大 时 ,算术 平均 值 (数学 上 称 之 为 最 
大 或 然 值 ) 被 认为 是 最 接近 于 真 值 的 理论 依据 。 实 际 工作 中 的 观测 次 数 都 是 有 限 的 ， 所 以 我 们 
只 能 把 算术 平均 值 近似 地 作为 被 观测 的 真 值 。 

算术 平均 值 的 应 用 条 件 : 被 测 对 象 具 有 同一 个 值 ， 即 在 观测 过 程 中 ， 被 测 对 象 的 值 的 变 
化 相对 观测 误差 来 说 小 到 可 以 忽略 的 程度 ， 观 测 次 数 无 限 多 次 。 

从 上 可 见 ， 利 用 算术 平均 值 求 最 概率 值 将 受到 一 定 的 限制 ， 为 了 在 更 复杂 的 观测 结果 中 
求 最 概率 值 ， 人 们 引入 了 最 小 二 乘法 。 

二 、 最 小 二 乘 (平方 ) 法 (least-squares procedure; method of minimum squares) 

1. 误差 与 残 差 

误差 为 观测 值 减 去 真 值 5 =4—1., i=l, 2, +з, n 

残 差 (残余 误差 ) 为 观测 值 减 去 最 概率 值 v =,- l, i=1, 2, зз, п 

一 般 情 况 下 ， 被 观测 的 真 值 为 未 知 ， 不 可 能 求 得 误差 ， 这 时 可 用 算术 平均 值 代 替 被 观测 
的 真 值 进行 计算 求 得 残 差 。 从 上 式 可 见 ， 残 差 的 性 质 与 误差 的 性 质 是 一 样 的 ， 因 此 ， 描 述 误 
差 的 方法 也 适用 于 残 差 。 在 实际 工作 中 ， 均 是 以 残 差 代替 误差 。 

2. 最 小 二 乘法 原理 

由 随机 误差 的 特征 可 知 ， 在 一 组 观测 中 ， 绝 对 值 小 的 误差 比 绝对 值 大 的 误差 出 现 的 机 会 
多 ， 即 概率 大 ， 也 就 是 说 当 概 率 最 大 时 所 对 应 的 误差 的 绝对 值 最 小 ， 而 绝对 值 最 小 的 误差 所 
对 应 的 那个 值 最 接近 真 值 ， 该 值 即 是 最 概率 值 。 该 理论 同样 适合 残 差 。 


在 等 精度 无 系统 误差 的 n 次 观测 中 ， 设 最 概率 值 为 L， 则 
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у =, – Г 
残 差 落 在 无 穷 小 区 间 (w vi 十 dvi) 内 的 概率 ( 正 态 分 布 ) 有 


2 


1 е2 dv, i=1, 2, 3e, п 


a 
残 差 六 同时 出 现 的 概率 为 


р= р, Pr” р, 
1 ое 


= dv, .dv ……dv， 
(су) 
要 使 上 式 得 到 最 大 值 ， 则 必须 使 
инини =} v? піп (3-4-3) 


也 就 是 说 ， 只 有 > у; = min її, Жр АХ. ЖЕЛЕК, MANURE, RA 


最 小 所 对 应 的 那个 值 上 即 是 最 概率 值 o 


最 小 二 乘法 是 以 误差 的 平方 和 最 小 为 准则 ， 根 据 观测 数据 估计 线性 模型 中 未 知 参数 的 一 
种 基本 参数 估计 方法 。1794 年 德国 数学 家 C。F“。 高 斯 在 解决 行星 轨道 预测 问题 时 首先 提出 
最 小 二 乘法 。 他 的 基本 思路 是 选择 估计 量 使 模型 (包括 静态 或 动态 的 、 线 性 或 非 线 性 的 ) 输 出 
与 实测 输出 之 差 的 平方 和 达到 最 小 。 这 种 求 误差 平方 和 的 方式 可 以 避免 正 负 误差 相抵 ， 而 且 
便于 数学 处 理 (例如 用 误差 的 绝对 值 就 不 便于 处 理 )。 

结论 : 观测 结果 的 最 概率 值 (最 可 信赖 值 ) 应 该 在 残 差 的 平方 和 (在 不 等 精度 观测 时 应 该 为 
加 权 残 差 平方 和 ) 为 最 小 的 条 件 下 求 出 ,这 就 是 最 小 二 乘法 原理 。 最 小 二 乘法 是 一 种 数学 优化 
技术 ， 它 通过 最 小 化 误差 的 平方 和 找到 一 组 数据 的 最 佳 函数 匹配 ; 是 用 最 简 的 方法 求 得 一 些 
绝对 不 可 知 的 真 值 ， 而 令 误 差 平方 之 和 为 最 小 ; 是 处 理 各 种 观测 数据 进行 观测 平 差 的 一 种 基 
本 方法 。 

3. 算术 平均 值 与 最 小 二 乘法 的 统一 

算术 平均 值 与 最 小 二 乘法 均 可 用 来 求 最 概率 值 。 下 面 用 最 小 二 乘法 求证 ， 在 残 差 的 平方 
和 等 于 最 小 的 前 提 下 ， 求 得 的 值 即 是 观测 值 的 最 概率 值 。 


v= -L 
由 最 小 二 乘法 原理 
$v =F U, -ÊY =min 


要 使 上 式 最 小 ， 残 差 的 平方 和 对 元 的 一 阶 偏 导 数 应 等 于 零 。 
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уры? (3-4-4) 
п 


说 明 算 术 平 均值 与 最 小 二 乘法 两 者 是 统一 的 。 最 小 二 乘法 是 在 观测 误差 无 偏 、 正 态 分 布 和 相 
互 独立 的 条 件 下 推导 出 来 的 ， 但 在 不 严格 服从 正 态 分 布 的 情况 下 也 常 被 使 用 。 因 而 ， 基 于 算 
术 平 均值 发 展 起 来 的 最 小 二 乘法 原理 能 够 适用 于 更 复杂 的 情况 ， 从 而 获得 更 广泛 的 应 用 ， 使 
它 成 为 数据 处 理 的 一 项 重要 方法 。 


第 五 节 误差 传递 定律 


在 实际 工作 中 ， 由 于 被 测 对 象 的 特点 ， 有 很 多 量 往往 不 能 进行 直接 观测 ， 或 者 直接 观测 
难以 保证 观测 精度 ， 需 要 采用 间接 观测 。 由 间接 观测 的 定义 可 知 ， 间 接 观测 的 量 是 直接 观测 
所 得 到 的 各 个 观测 值 的 函数 ， 所 以 称 这 种 误差 为 函数 误差 。 研 究 函 数 误差 的 内 容 ， 实 质 上 就 
是 研究 误差 的 传递 问题 。 也 就 是 说 ， 间 接 观测 的 量 是 根据 一 个 或 多 个 观测 值 经 一 定 的 函数 关 
系 计算 得 到 ， 而 每 次 观测 都 有 误差 ， 该 误差 经 一 定 的 函数 计算 后 ， 对 所 求 量 的 影响 有 多 大 ? 
这 就 是 我 们 下 边 将 要 讨论 的 误差 传递 定律 。 

已 知 函 数 : 


у= f (X X33 Xp) 


式 中 : x,X,，,…,X, 一 一 各 个 直接 观测 值 ; 


了 一 一 间接 观测 值 。 
1. 函数 系统 误差 计算 
由 高 等 数学 可 知 ， 对 于 多 元 函数 ， 其 增 量 可 用 函数 的 全 微分 表示 ， 则 上 式 的 函数 增 量 为 
же диз йк, жь» Се 
дх, Хх, Ox, " 
车 已 知 各 个 直接 观测 值 的 系统 误差 Ax, Ах,,··-, Ах, , НРА ВРА, A ARME 
式 中 的 微分 量 dx,dx,,…, dx, ， 从 而 可 近似 得 到 函数 的 系统 误差 Лу 为 


ду= А РЕ 7 PEE. Р 
Bx 1 Ox, Bx 


n 


(3-5-1) 
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该 式 为 函数 系统 误差 公式 ， 而 6f / Ox,(i=1,2,…,n) 为 各 个 观测 值 的 误差 传递 系数 。 

2. 函数 随机 误差 计算 

随机 误差 是 用 表征 其 取 值 分 散 程度 的 标准 差 来 评定 的 ， 对 于 函数 的 随机 误差 ， 也 用 函数 
的 标准 差 来 评定 ， 所 以 ， 函 数 随机 误差 计算 ， 就 是 研究 函数 》 的 标准 差 与 各 直接 观测 值 
xp 的 标准 差 之 间 的 关系 。 对 函数 式 全 微分 后 ， 若 以 各 观测 值 的 随机 误差 
ёх„,дх,, д х„ 代替 各 微分 量 dx,dx,,…,dx, ， 只 能 得 到 函数 的 随机 误差 0, ， 而 得 不 到 函数 
的 标准 差 ac, ， 所 以 ， 必 须 进 行 下 列 运算 ， 以 求 得 函数 的 标准 差 。 

为 了 求 得 用 各 个 观测 值 的 标准 差 表示 函数 的 标准 差 公 式 ， 设 对 各 个 观测 值 都 进行 了 МК 
等 精度 观测 ， 其 相应 的 随机 误差 为 

对 xX :OX ÂX бу 


对 x, : OX, ÓX OX 


对 xX ON ON "OR 





根据 函数 式 的 全 微分 式 
= + @ ТРЕЕ РР 
Ох, Ох, Ox " 
可 得 函数 的 随机 误差 为 
бу, зе А РЕ И + va Lar, 
дх, дх, Ox 
ôy, = of Ök t T бх„ + mE 
х, х, Ox, 
у, "а E ++ f OX y 
дх, дх, 
KER n 个 等 式 左 右 平方 得 


Sy ы. ба. oY “of of 
бду =| — | 6x +| — | х +…+|— | xX +2) —— x ôx. 
У: |2 | Xi 2 | А (2 Xi + э OX Ox 


<j ОХ. 
d Ј 
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lsi<j 


5-12) aL) ôx +- (2) бх? эў -- - Ôx Ôx, 





将 上 述 n 个 方程 左右 相 加 得 


бу? +ду, ++ бу? -| 如] ôx + ôx +…+Om ) 
X, 





{| (бх + б, +... да ) 
++ X) (8x + бх! +e) 


将 上 式 各 项 除 以 N， 并 根据 式 (3-2-1) 可 得 


[ГИ Ж 7А] дг Әг le 
9 ЕЭ С; + ЕЗ 2+25)2 Эх N pp Э 2 | 


1<і<ј 


该 式 就 是 函数 随机 误差 公式 ， 而 9f / 9х, (= 1,2,…, п) 为 各 个 观测 值 的 误差 传递 系数 。 
如 各 观测 值 的 随机 误差 是 相互 独立 的 ， 且 当 N 适当 大 时 ， 相 关 项 


1 
+2 б„б„=о 
则 误差 公式 可 简化 为 
o = (L > 22 of taa of y о? 


一 一 ) с; Ts +- “FET 


1 





©, ==, - |е, + 4: еа 2 


(3-5-2) 


各 观测 值 随机 误差 闻 互 不 相关 的 情况 较为 常见 ， 且 当 各 相关 系数 很 小 时 ， 也 可 近似 地 作 
不 相关 处 理 。 


不 确定 度 与 误差 一 样 也 存在 传递 关系 。 


w= /(х,х,,›х„)› Жох, 为 n 个 直接 观测 ，w 为 间接 观测 ， 将 各 直接 观 
测 的 算术 平均 值 代入 公式 ， 即 可 得 到 间接 观测 的 最 佳 估计 值 
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w= f(x,X,,…, Xn) 


则 有 



































由 表 可 以 总 结 出 以 下 两 条 规律 

(1) 函 数 为 加 减 形式 时 ， 间 接 观测 的 不 确定 度 的 平方 等 于 各 于 各 直接 观测 的 平方 和 。 

(2) 函 数 为 乘除 法 时 ， 间 接 观测 的 相对 不 确定 度 的 平方 等 于 各 直接 观测 的 相对 不 确定 度 的 
平方 和 。 

求 间接 观测 结果 的 不 确定 度 步 骤 如 下 : 

(1) 对 函数 求全 微分 (对 加 减法 )， 或 先 取 对 数 再 求全 微分 。 

(2) 合 并 同一 变量 的 系数 。 

(3) 将 偏 微分 符号 变 成 不 确定 度 符号 ， 求 各 项 的 平方 和 。 


例 3-5-1: y=2x， 已 知 0o:， 求 o,? 


解 : dy= 2dx 
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о,=(2)' о, с, = 20, 
例 3-5-2: ТВ =CB+Var+Dev, CBIN СВ. WZ Varn HÆ Dev 的 标准 差分 别 为 
Со = +0°.3, 87747 ТВ 的 标准 差 Om? 


Ссв = +0°.5 、 Су = +0°.1 、 


Ж: с, =t oh +о? +02, = +.,]0.5 +0. +0.3° = +0°.6 


Po 已 知 po。， 求 观测 结果 的 不 确定 度 表达 式 。 





т, 
8] 3-5-3: p= 
т 一 т, 


1 

















Ж: 取 对 数 
Inp=In Po 
m = т, 
取 全 微分 
d(In p)=d(In д) 
С, И. „ш 
p m т-т, т-т, 
合并 同类 项 ， 得 
Чо __ т, 1 din, 
P m (m = т,) m 一 1112 





第 六 ZN Е7 等 精度 度 观 测 平 差 
无 论 那 一 种 观测 ， 一 般 都 对 未 知 量 进行 多 余 观 测 ， 这 样 观 测 
值 之 间 就 出 现 了 矛盾 ， 因 此 必须 进行 平 差 。 由 于 误差 的 存在 ， 使 观测 数据 之 间 产 生 矛 盾 ， 观 


为 确定 一 个 未 知 量 的 大 小 ， 
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测 平 差 的 任务 就 是 消除 这 种 矛盾 ， 或 者 说 是 将 误差 分 配 掉 ， 因 此 称 为 平 差 。 我 们 把 按照 某 一 
准则 求 得 观测 值 新 的 一 组 最 优 估 值 的 计算 过 程 叫 平 差 。 进 行 平 差 的 目的 ， 就 是 对 观测 数据 进 
行 处 理 ， 求 得 未 知 量 的 最 概率 值 (或 最 可 靠 值 )， 同 时 评定 观测 值 及 最 概率 值 的 精度 。 

存在 多 余 观测 就 存在 多 种 求 值 的 计算 途径 ， 因 此 ， 必 须 寻 找 一 种 方法 ， 使 得 通过 全 部 观 
测 数据 所 求 的 解 不 仅 是 唯一 的 , 而 且 是 最 优 的 。 最 小 二 乘法 是 观测 中 最 常用 的 一 种 平 差 方法 ， 
同时 它 也 可 以 实现 上 述 的 目标 ， 所 以 ， 最 小 二 乘法 是 平 差 时 应 遵循 的 原则 。 

船舶 在 海上 航行 ， 通 过 观测 物 标 来 确定 船舶 在 海上 的 位 置 ， 称 为 定位 。 严 格 地 讲 ， 这 些 
观测 都 是 非 等 精度 观测 ， 但 在 航海 实际 工作 中 ， 在 满足 定位 精度 的 前 担 下， 大 多 数 观 测 可 以 
当成 等 精度 观测 ， 这 样 做 的 目的 是 使 数据 处 理 的 方法 简单 、 可 行 。 对 观测 数据 进行 处 理 称 为 
“F”. 平 差 的 目的 : 

(1) 求 观测 值 的 最 概率 值 。 

(2) 观 测 精度 的 估计 ， 包括 单一 观测 精度 估计 ( 求 单一 观测 标准 差 ) 和 最 概率 值 精度 估计 ( 求 
最 概率 值 标 准 差 )。 

(3) 求 观测 结果 。 

一 、 等 精度 直接 观测 平 差 

在 等 精度 前 担 下 ， 直 接 观测 被 测 物 标 ， 并 对 观测 数据 进行 处 理 ， 称 为 等 精度 直接 观测 平 
2, 

І. 求 观测 值 的 最 概率 值 

对 同一 物 标 进行 重复 观测 ， 每 次 观测 都 存在 随机 误差 ， 经 过 平 差 ， 可 以 求 得 最 接近 真 值 
的 数值 ， 该 值 的 误差 最 小 ， 称 其 为 最 概率 值 。 在 等 精度 直接 观测 平 差 中 ， 最 概率 值 即 是 观测 
1E e 的 算术 平均 值 Z 。 
ltl tt lg 

ШШЕН 

观测 值 的 均 方 误差 为 o ， 则 最 概率 值 的 均 方 误差 为 o /Vn (推导 过 程 祥 见 “最 概率 值 精 
度 的 估计 (最 概率 值 的 标准 差 o; )”)。 可 见 ， 最 概率 值 的 均 方 误差 只 等 于 观测 值 均 方 误差 的 
1/ Vn ， 即 其 精度 比 观测 值 提高 了 Vn ， 所 以 ， 观 测 时 ， 需 要 对 同一 量 进行 反复 观测 ， 这 样 
不 但 可 以 发 现 粗 差 ， 而 且 可 以 提高 观测 结果 的 精度 。 

2. 观测 精度 的 估计 (随机 误差 的 衡量 标准 或 尺度 ) 

(1) 单 一 观测 精度 的 估计 (单一 观测 标准 差 o ) 

对 同一 物 标 进行 重复 观测 ， 每 次 观测 都 存在 随机 误差 ， 由 随机 误差 的 定义 可 知 ， 其 绝对 
值 的 大 小 和 符号 均 不 确定 ， 那 么 每 一 次 观测 值 的 误差 也 就 是 其 精度 如 何 衡量 呢 ? 人 们 规定 用 
标准 差 o 作为 每 一 次 观测 值 的 随机 误差 的 衡量 标准 或 尺度 ， 因 此 又 称 o 为 单一 观测 标准 差 ， 


其 标准 差 理 论 公 于 
[& +&б t+ 1< 
= 1 2 2 = 0: 
п 72, ; 


=L -L 


i=1,2, -n 


l= 





(3-6-1) 


(3-6-2) 
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在 实际 工作 中 ， 被 观测 的 真 值 世 往往 是 不 知道 的 ， 因 此 无 法 利用 上 式 求 标准 差 。 在 实际 


工作 中 ， 都 是 用 残 差 来 估计 标准 差 的 ， 其 计算 公式 为 : 





起 0 7—98, 
4 一 一 观测 值 ; 


T= 上 4 一 一 最 概率 值 (算术 平均 值 ); 
n 


1 一 一 观测 次 数 。 
推导 过 程 如 下 : 
按 真 误差 和 残 差 定义 知 


б, =L -L Й v=,- (i=1,2,---n) 


两 式 相 减 并 整理 得 
5, =v, + (2 一 1) 


б, =, +6, 


将 式 (3-6-4) 两 边 平 方 并 将 其 从 ;= 1 到 i = п 相 加 得 
уй = у + 25У, +nô; 
і=1 і=1 і=1 

由 随机 误差 的 抵偿 性 知 


化 简 为 


将 式 (3-6-4) 从 i=1 到 i=n 相 加 得 
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(3-6-3) 


(3-6-4) 


(3-6-5) 


a ө 
7 п а 
将 式 (3-6-6) 平 方 得 


5 lë 2 1" 9 2. я 
б? = „5 = 一 + 二 > 86, 


2 
n i= И ү<і<ј 


мп азд, TUY У, дб, 趋 近 于 0， 将 82 代入 式 (3-6-5) 得 


1<і<ј 


Уж = a 6-6-7) 
i=l i=l И iz 
由 式 (3-6-2) 可 知 


п 
Ў -or 
i=1 


代入 式 (3-6-7) 可 得 


(3-6-8) 





式 (3-6-8) 称 为 贝 塞 尔 (BesseD) 公 式 ， 根据 此 式 可 由 残余 误差 求 得 单 次 观测 的 标准 差 的 估计 
值 。 


(2) 最 概率 值 精度 的 估计 (最 概率 值 的 标准 差 o) 
最 概率 值 是 最 接近 真 值 的 数值 ， 但 它 还 存在 误差 ， 该 误差 可 以 用 最 概率 值 的 标准 差 来 描 
述 。 已 知 在 等 精度 观测 中 ， 算 术 平 均值 7- +++, 即 是 最 概率 值 ， 因 为 0.,0,,…,4 的 
п 


标准 差 均 相等 即 o = ao; =…= oa, ， 由 误差 传播 定律 得 最 概率 值得 标准 差 о, 为 


2 1 2..2 1 2:2 1 2.22 с? 
“二 (一 十 (一 十 …' 十 (一 = —— 
а ыы Д се (3-6-9) 





最 概率 值 的 标准 差 是 单一 观测 标准 差 的 也- 倍 。 
n 
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最 概率 值 的 精度 是 单一 观测 精度 的 Vn 倍 。 
从 式 (3-6-9) 可 见 观 测 次 数 n 越 多 ，o; 的 精度 越 高 。 然 而 事实 上 是 不 是 这 样 呢 ? 


wol, Wo =L; 
"Vn 


n 


or 提高 1 倍 即 0.5= i n 二 4， 需 观测 4 次; 
n 


с, 提高 1 个 数量 级 ， 即 01=7, n 二 100， 需 观测 100 次 ， 显 然 得 不 偿 失 。 


п 
考虑 到 上 述 原因 ， 航 海上 观测 次 数 n 一般 取 3—5 次 。 
3. 观测 结果 
在 等 精度 直接 观测 平 差 中 ， 观 测 结果 用 最 概率 值 与 最 概率 值 标准 差 来 表示 ， 即 


观测 结果 = lto, BAREN е 为 中 心 +to 区 间 内 的 概率 为 68.3%; 
观测 结果 = b+ 上 2c, ， 真 值 落 在 以 7 为 中 心 +2o; 区 间 内 的 概率 为 95.4%; 
观测 结果 = 《+3o; ， 真 值 落 在 以 为 中 心 +3o; 区 间 内 的 概率 为 99.7%。 
如 图 3-6-1 所 示 。 


99.7% 





95.4% 


68.3% 


1-30, 1-20, l-o, ё L+ £+20, £+30, 


图 3-6-1 以 最 概率 值 为 中 心 真 值 落 在 其 对 称 区 间 的 概率 


注意 航海 上 常用 95% 不 人 确定 描述 最 概率 值 的 精度 ,观测 结果 等 于 最 概论 值 加 上 其 95% 不 
确定 度 : 


观测 结果 = 《+95% 不 确定 度 = L +1.960, = Ё +2, 
例 3-6-1: 已 知 高 度 差 为 Dj 一 ho RAR h 是 连续 观测 3 次 得 到 ， 每 次 单一 观测 标 
准 差 为 o 三 +l.0， 计 算 高 度 h 的 标准 差 o， 二 +0.2'， 求 高 度 差 的 标准 差 o, 是 多 少 ? 
解 : 
QD 写 出 求 高 度 差 的 标准 差 的 计算 公式 


=+, јо? a 
Op, t /6 tO: 
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@@ 由 于 真 高 度 久 是 连续 З KIFE, HAREE 


с, =*/о] -+ 27 +02? я +06 


例 3-6-2: 用 六 分 仪 观测 某 角 度 7 次 ， 记 录 如 下 。 求 单一 观测 精度 、 最 概率 值 及 其 精度 
和 观测 结果 (95% 不 确定 度 ) 是 多 少 ? 
解 : 为 计算 方便 、 正 确 ， 列 表 计 算 于 表 3-6-1。 
表 3-6-1 Жжж 


47°42' 8 
47°41'.1 











HAKA: 
观测 值 中 是 否 有 粗 差 ， 往 往 不 能 直观 地 确定 ， 这 时 可 用 下 列 准 则 来 确定 : 
如 果 第 ; 次 观测 值 6 的 残 差 =(, -5， 合 





|>20 (3-6-9) 


R WAX L 含有 粗大 误差 ， 应 剔除 。 然 后 重新 计算 。 
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本 题 第 二 次 观测 值 的 残 差 |v|=2'3>2o < 2.26 ， 则 该 次 观测 值 剔 除 ， 重 新 列表 于 表 3-6-2 
进行 计算 | 


33-62 平 差 表 





观测 结果 = 47°40'.1+2х0'.2=47°40'.1+0'.4. 
4. 等 精度 直接 观测 平 差 步骤 
а аа h 


суви? 1,150, 





(5) 观 测 结果 三 《 土 95% 不 确定 度 = 《+1.96a, ~ #+20, 。 


二 、 等 精度 间接 观测 平 差 
间接 平 差 法 (参数 平 差 法 ) 的 原理 是 通过 选 定 t 个 与 观测 值 有 一 定 关系 的 独立 未 知 量 作为 
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参数 ， 将 每 个 观测 值 都 分 别 表达 成 这 t 个 参数 的 函数 ， 建 立 函数 模型 ， 按 最 小 二 乘法 原理 ， 
用 求 自由 极 值 的 方法 解 出 参数 的 最 或 然 值 ， 从 而 求 得 各 观测 值 的 平 差 值 。 其 实质 就 是 选取 与 
观测 值 有 一 定 关 系 的 独立 未 知 量 作为 参数 ， 建 立 参数 与 观测 值 之 间 的 函数 关系 ， 按 最 小 二 乘 
法 原则 ， 求 解 未 知 参数 的 最 或 然 值 ， 再 根据 观测 值 与 参数 间 的 函数 关系 ， 求 出 观测 值 的 最 或 
然 值 ， 故 又 称 为 参数 平 差 。 

在 间接 观测 平 差 中 存在 两 类 情况 : 


第 一 类 : y= f(x,x,,…,x,) 直接 观测 x,x,,…,x, ， 利 用 函数 求 y 及 其 误差 。 


第 二 类 : у= f(x,x,,…,x,) 直接 观测 y， 利 用 函数 反 求 x ,x,,…,x, 及 其 误差 。 
海上 船舶 定位 遇 到 的 是 第 二 类 情况 ， 即 
у= f (9,4) 
直接 观测 ут ИРА А“ б РА ЛУД ERARE AKOA ERE AA), 理论 
E, WWA y 即 可 得 到 两 个 方程 式 ， 联 立 两 方程 式 ， 即 可 求 得 和 14， 但 是 从 数理 统计 的 角 
度 考 虑 ， 为 了 减 小 随机 误差 的 影响 ， 往 往 进行 多 余 观 测 ， 即 观测 次 数 (方程 式 的 个 数 ) 大 于 未 
知 数 的 个 数 ， 这 样 用 一 般 的 解 方程 的 方法 则 无 法 解 算 了 。 这 时 也 不 能 用 算术 平均 值 公理 求 最 
概率 值 ， 只 能 用 最 小 二 乘法 原理 导出 求 最 概率 值 的 方程 式 ， 然 后 解 该 方程 式 求 得 最 概率 值 ， 
等 精度 线性 函数 间接 观测 平 差 就 是 解决 这 个 问题 的 。 
1. 等 精度 线性 函数 间接 观测 平 差 
首先 根据 观测 结果 列 出 观测 方程 ， 方 程 的 个 数 大 于 未 知 数 的 个 数 ， 然 后 根据 残 差 的 定义 
列 出 残 差 方程 组 ， 利 用 最 小 二 乘法 ， 在 残 差 的 平方 和 等 于 最 小 的 前 提 下 求 出 法 方程 组 ， 这 时 
法 方程 组 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 ， 解 该 方程 组 则 求 得 最 概率 值 。 
(1) 列 观测 方程 
以 二 元 一 次 方程 为 例 : 
axt+by=l (=12…7 n>2) (3-6-10) 


ERP ARIE x,y 为 未 知 数 。 


(2) 列 误差 方程 
由 残 差 的 定义 得 : 
v =L- (ax+b,y) 
即 
ax+by-l, = у, (3-6-11) 
(3) 列 法 方程 


利用 最 小 二 乘法 导出 求 最 概率 值 的 方程 式 即 法 方程 。 由 最 小 二 乘法 原理 , 为 了 求 xX,y 的 
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最 概率 值 ， 应 使 残 差 的 平方 和 [vv] 为 最 小 ， 即 


[уу] = Уах+ђу-1) = тіп 


则 应 使 
д[уу] _ й 
ar 
afv] й 
ду 
ИП 
alwi азы (ах+Ьу—1)=0 
Ox i=] А | | 
У (дах +aby-l)=0 
所 以 
[aa]x+[ab]y = [al] 
同 理 
Ta = 2} bart hy) =0 
Dabxrt+bby-l)=0 
得 
[аЬ] х+[ЬЬ] у = [01] 
即 法 方程 组 
[aa]x+[ab]y=[al] (3-6-12) 
[ab]x+[bb]y = [6] (3-6-13) 
(4) 最 概率 值 
180150]-(51(а6] (3-6-14) 


[aa][bb]-[ab]} 
Ц a (3-6-15) 
[aa][bb]- [ab] 


例 3-6-3: 分 别 测 得 灯塔 高 15 m， 山 高 86 m， 塔 顶 到 山脚 高 度 100 m( 见 图 3-6-2)， 试 求 
塔 高 和 山高 的 最 概率 值 ? 
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100 m 





86 m 


E жу. 


K 3-6-2 ”例题 示意 图 
解 : 四 列 观测 方程 组 


2215 
у= 86 
х+ у= 100 


ОШ э FEH 


























2x+y=115 
x+2y=186 


@) 解 方程 组 


х=147 т 
у= 85.6 т 


2. 线性 函数 间接 观测 平 差 在 航海 上 的 应 用 

(1) 线 性 船 位 线 方程 

观测 函数 值 为 常数 的 几何 轨迹 ， 在 数学 上 称 为 等 值 线 。 在 航海 实践 中 ， 测 者 对 物 标 进行 
观测 时 ， 满 足 某 一 观测 结果 为 定 值 的 点 的 几何 轨迹 ， 称 为 观测 者 的 位 置 线 (line of position, 
LOP)， 观 测 者 此 时 必定 在 该 位 置 线 上 上 。 目 前 ， 航 海上 常用 的 位 置 线 有 方位 位 置 线 、 距 离 位 置 
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线 、 方 位 差 位 置 线 和 距离 差 位 置 线 。 由 于 位 置 线形 状 复 杂 ， 在 实际 应 用 中 ， 经 常 取 推算 船 位 
附近 的 一 小 段 曲 线 或 其 切线 去 代替 位 置 线 , 这 样 的 替代 线 称 作 船 位 线 (航海 上 往往 将 位 置 线 和 
船 位 线 混 用 了 )。 对 于 非 线 性 位 置 线 或 船 位 线 通 过 某 种 方式 均 可 以 将 其 线性 化 ， 由 此 就 可 以 得 
到 线性 船 位 线 方程 ， 这 样 就 可 以 借助 上 述 方法 求 最 概率 船 位 。 

在 航海 实践 中 ， 通 过 观测 得 到 4、An， 则 船 位 线 法 线 式 方程 ( 见 图 3-6-3) 为 : 

cos Ax+sin Ay = An (3-6-16) 
(DAM n(n>2) 条 船 位 线 求 最 概率 船 位 
QD 观测 方程 


cos Áx +sin Ау =cn (i=1,2,K n n>2) 


(3-6-17) 
@ 法 方程 


[соѕ? А]х-+ [соз Asin Aly = [соз ААл] (3-6-18) 





В 3-6-3 ” 船 位 线 法 线 式 方程 


[cos Asin Alx +[sin’ А]у = [sin AAn] (3-6-19) 





解法 方程 
[cos AAn]| sin? A |—[вїп AAn][cos Asin А] 
yat = мш шш ее шс 
| cos? A |[ sin? А |—[соз Asin А] 
К [cos’ 4][sin AAn]—[cos 4sin 4][cos AAn] 
+ [cos’ Al[sin’ А]—[соз Asin А] 
Фи 
=p, +х 
(3-6-20) 
a= a2 
соѕф 


ERP, х,у 的 正 负 由 求解 法 方程 (3-6-18)、(3-6-19) 确定 ;公式 运算 中 ， 纬 度 和 经 度 
的 正 负 规定 为 :北纬 、 东 经 为 “+” 值 ， 南 纬 、 西 经 为 “一 ” 值 。 最 后 需要 把 最 概率 船 位 的 
正 负 号 改 为 南 /北纬 ， 东 / 西 经 。 求 得 的 y 值 应 除 以 cosp 才 可 以 加 到 经 度 上 (其 原理 见 专业 课 )。 


例 3-6-4: 已 知 推算 船 位 Oo =30°00'N,p =150°15'.1E ， 同 时 测 得 三 条 船 位 线 ， 其 数据 
如 下 : 


i=] A1=0° р, =2/0 
i=] А›=270° р, =-1^0 
m-i Аз=120° D, =1^0 


求 最 概率 船 位 ? 
解 : (1) 观 测 方程 


cos0°x + 51п 0° у = +2'.0 
cos 270°x + sin 270° у = –1'.0 
cos120°x + sin120°y = +1'.0 


得 
х= +2'.0 
у=1'.0 
„ы, =+1'.0 
为 计算 方便 和 准确 ， 列 于 表 3-6-3 进行 计算 : 
表 3-6-3 平 差 表 


== 

о к. 

ll | 
(2) 法 方程 


1.25х-0.43у =1'.5 i 
—0.43х+1.75у =1'.87 | 


(3) 求 最 概率 值 | / 
х=1'.7 Te 
у=1'5 КУ; 





(4) 最 概率 船 位 
g=30°%01'.7N ` 
1'.5 





А4=150°15'.1+——————=150°16'.8Е 
cos30°01'.7 


如 图 3-6-4 所 示 。 

з. 图 法 平 差 求 三 条 船 位 线 的 最 概率 船 位 

确定 船舶 在 海上 的 位 置 采用 较 多 的 方法 是 观 图 3-64 三 条 船 位 线 定位 几何 
测 三 条 船 位 线 求 观测 船 位 ， 由 于 存在 观测 误差 ， 三 条 船 位 线 往往 不 可 能 交 为 一 点 ， 而 交 成 一 
个 三 角形 ， 称 其 为 船 位 误差 三 角形 ， 由 随机 误差 引起 的 三 角形 称 为 随机 误差 三 角形 (本 节 讲 
述 )， 由 系统 误差 引起 的 三 角形 称 为 系统 误差 三 角形 (后 续 专业 课 讲述 )。 

除了 可 采用 前 述 解析 平 差 求 最 概率 船 位 之 外 ， 还 可 用 几何 作 图 的 方法 求 三 条 船 位 线 的 最 
概率 船 位 。 

(1) 边 距 比 例 法 
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定理 : 三 条 船 位 线 定位 ， 最 概率 船 位 在 船 位 随机 误差 三 角形 之 内 ， 且 至 各 边 的 距离 与 相 


应 的 边 长 成 比例 ， 即 
hah :hn =a be (3-6-21) 
HERA: 如 图 3-6-5 所 示 ， 在 平面 三 角形 中 是 
最 概率 船 位 ， 且 至 各 边 的 距离 及 =v ， 由 最 小 二 乘 
法 原理 应 使 
[уу] = [АА]. +; = min 


同时 应 满足 

ah, + ЪЁ, + сһ,—25 =0( 三 角形 内 任意 一 点 至 各 
边 的 距离 与 相应 边 长 的 乘积 之 和 等 于 三 角形 面积 $ 
的 2 倍 )。 





图 3-6-5 反 中 线 法 确定 最 概率 船 位 证 明 图 


上 述 问 题 是 求 条 件 极 值 的 问题 ， 由 拉 格 朗 日 乘 数 法 : 


Л/(А,һ,,һ,) =h? +h? +h? 2k(ah +bh, +сһ,—25)= 大 





所 以 hh :А, :h, =a:b:c 得 证 。 


在 实际 工作 中 ， 由 于 随机 误差 三 角形 很 小 ， 根 据 上 述 原 则 用 目 视 可 在 三 角形 内 直接 点 出 


最 概率 船 位 即 “靠近 短 边 、 大 角 ”， 如 图 3-6-6 所 示 。 


3-6-6 ”最 概率 船 位 几何 图 
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(2) 反 中 线 法 

在 随机 误差 三 角形 内 ,也 可 利用 几何 作 图 的 方法 求 最 概率 船 位 ， 即 三 条 反 中 线 (以 内 角 平 
分 线 为 对 称 轴 与 中 线 对称 的 线 ) 的 交点 PP 即 是 最 概率 船 位 。 

证 明 : 由 图 3-6-5， 得 























APsina = h, 
APsin(a +5) = h, 
sin с oh 
ѕп(а+5) h, 
在 三 角形 AMC 中 
sing sinC 
al2 АМ 
在 三 角形 AMB 中 
sin(g+6) _ sinB 
a/2 AM 
sin C _sinC с 
sin(g+6) sinB b 
所 以 
h_e 
h, b 
同 理 可 证 
hi:ih:h=a:b:c 


满足 式 (3-6-20)， 因 此 ， 三 条 反 中 线 的 交点 已 即 是 最 概率 船 位 。 
第 七 节 ”最 概率 船 位 的 精度 估计 


上 面 讲 述 了 利用 解析 平 差 和 图 法 平 差 求 最 概率 船 位 。 本 节 将 对 最 概率 船 位 的 精度 进行 估 
He 

一 、 船 位 线 的 误差 

如 前 所 述 ， 船 位 线 是 一 条 等 值 线 ， 在 观测 时 测 者 一 定 在 该 线 上 ， 因 为 船 位 线 是 通过 观测 
得 到 的 (方法 见 专业 课 )， 所 以 船 位 线 必然 存在 误差 ， 由 此 引出 船 位 误差 带 的 概念 。 

1. 船 位 误差 带 

以 船 位 线 为 中 心 线 左右 +tco 的 区 域 称 为 船 位 误差 带 。 真实 船 位 落 在 1 倍 (+o )、2 倍 (+2c) 
和 3 倍 (+t3c ) 船 位 误差 带 内 的 概率 分 别 为 68.3%，95.4% 和 99.7%， 见 图 3-7-1。 

2. 位 置 线 ( 船 位 线 ) 梯 度 及 其 误差 

船 位 线 误差 即 船 位 误差 带 ， 也 可 以 借助 梯度 的 概念 来 描述 。 

(有) 位 置 线 梯度 (g) 的 定义 

位 置 线 梯度 是 用 来 表示 观测 值 的 变化 量 与 其 位 置 线 位 移 量 的 比值 的 向 量 。 

如 图 3-7-2 所 示 , 1—1, 开 一 下 分别 为 观测 值 为 и 十 Ли 的 位 置 线 , I Tr, П 
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WAI 1, 五 一 荆 在 船 位 附近 的 一 段 切线 ， 即 船 位 线 , 位 置 线 位 移 量 An 为 船 位 I 一 了 与 
了 Tr 一 政之 间 的 垂直 距离 。 当 观测 值 增 量 ли 一 定 的 情况 下 ， 若 位 置 线 位 移 量 Ал 越 小 ， 则 说 明 
此 间 位 置 线 的 密度 越 大 ， 船 舶 运动 时 的 观测 值 变 化 较 快 ， 反之 ，An 越 大 ， 则 表示 该 处 位 置 线 
越 稀疏 ， 船 舶 运动 时 的 观测 值 变化 越 慢 。 





3-7-1 ” 船 位 误差 带 概率 几何 图 3-7-2” 船 位 线 梯度 几何 图 


由 此 定义 : 位 置 线 梯度 为 一 矢量 ， 其 方向 (9 与 位 置 线 法 线 一 致 ， 且 指向 观测 值 增 大 的 方 
向 ， 其 模 ( 3) 等 于 观测 值 x 在 位 置 线 法 线 上 的 导数 ， 即 


g= == = гед +90" (3-7-1) 


AF: а 为 船 位 线 方向 ， 即 位 置 线 在 船 位 处 的 切线 方向 ， 下 同 。 
当 Au 和 An 均 较 小 时 ， 航 海上 通常 采用 下 述 近似 公式 : 
Au ð 

peme +90 (3-7-2) 
(2) 几 种 常用 平面 位 置 线 梯度 
QD 方位 位 置 线 梯度 
如 图 3-7-3 所 示 , РМ = Р 为 运动 着 的 船舶 P 观测 物 标 M 方位 为 B 时 的 方位 位 置 线 , PM 

则 是 方位 8 有 一 微小 增 量 AB 时 的 方位 位 置 线 ， 引 起 位 移 量 为 : 
An =PP = D-AB 


则 方位 位 置 线 的 梯度 模 为 : 
„Ди __ АВ _1 де) 27:3 (om mi 7- 
D= IAR penam Б (°/п mile) (3-7-3) 
@ 距 离 位 置 线 梯 度 


如 图 3-7-4 所 示 ， 距 离 位 置 线 是 以 物 标 М 为 圆心 、 观 测 距 离 刀 为 半径 的 圆 。 当 观测 值 增 
加 AD 时， 位置 线 位 移 量 为 : 
Ап = АР 
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Sp Р, АМ 
D 
D+AD 
图 3-7-3 方位 位 置 线 梯度 示意 图 图 3-7-4 ”距离 位 置 线 梯度 示意 图 
距离 位 置 线 的 梯度 模 为 : 
gam АБ ииз (3-7-4) 
Ап АР 
AT: ТВ —— 01% М 的 真 方位 。 
@ 距 离 差 位 置 线 梯度 


如 图 3-7-5 所 示 ,距离 差 位 置 线 梯度 (7) 可 以 由 
两 距离 位 置 线 梯度 的 几何 差 求 得 ， 即 








Bp 78:78, 
已 知 8, = 8, =1， 所 以 Di А ) 
gw =в,5й^-=(в, +g,)sin”=2sin” (3-7-5) 
2 2? 2 pë 
1 会 
т= 52 + TB, )+90° M, 
RP: 7 为 船 位 已 对 基线 MM, 的 张 角 。 E 3-7-5 双 曲 线 位 置 线 梯度 示意 图 


距离 差 位 置 线 的 方向 与 双 曲线 上 已 点 法 线 一 致 ， 并 与 己 点 对 基线 的 张 角 у 的 角 平 分 线 相 
H. 
(G3) 用 位 置 线 梯度 描述 船 位 线 误差 


考虑 随机 误差 的 影响 ， 位 置 线 的 位 移 量 Ал 用 船 位 线 的 随机 误差 已 代替 ， 将 观测 值 的 增 


Ж Ли 用 观测 值 的 标准 差 o 代替 ， 带 入 位 置 线 梯度 公式 (3-7-2) 得 到 船 位 线 的 随机 误差 为 : 
QD 方位 船 位 线 的 随机 误差 : 
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E MEy (3-7-6) 








574° 
@ 距 离 船 位 线 的 随机 误差 : 
b= (3-7-7) 
@ 距 离 差 船 位 线 的 随机 误差 : 
E = (3-7-8) 
2sin 4 
2 


考虑 系统 误差 的 影响 ， 位 置 线 的 位 移 量 Anz 用 船 位 线 的 系统 误差 E, 代替 ， 将 观测 值 的 增 


Ж ли 用 观测 值 的 系统 误差 = 代替 ， 带 入 位 置 线 梯度 公式 (3-7-2) 得 到 船 位 线 的 系统 误差 。 
QD 方位 船 位 线 的 系统 误差 








-2p (3-7-9) 
* 57 30 
@) 距 离 船 位 线 的 系统 误差 
Ж. ей, (3-7-10) 
@ 距 离 差 船 位 线 的 系统 误差 
Е, = | (3-7-1) 
2sin” 
2 


二 、 两 条 船 位 线 求 船 位 及 其 船 位 误差 

两 条 船 位 线 的 交点 是 观测 船 位 ， 该 船 位 既 含 有 随机 误差 又 含有 系统 误差 ， 首 先 估计 船 位 
随机 误差 ， 然 后 估计 船 位 系统 误差 。 

1. 船 位 随机 误差 的 估计 

船 位 误差 既 有 大 小 又 有 方向 ， 这 样 的 随机 误差 称 为 向 量 误差 ， 向 量 误差 可 用 三 种 几何 图 
形 来 描述 。 它 们 分 别 是 误差 四 边 形 、 误 差 椭圆 和 误差 圆 。 

(1) 船 位 误差 四 边 形 

两 条 船 位 线 的 交点 忆 是 最 概率 船 位 ， 最 概率 船 位 的 随机 误差 可 以 由 两 条 船 位 误差 带 构成 
的 四 边 形 来 描述 ， 如 图 3-7-6 所 示 ， 该 四 边 形 称 为 船 位 误差 四 边 形 。 因 为 两 条 船 位 误差 带 是 
相互 独立 的 ， 所 以 真实 船 位 落 在 四 边 形 内 的 概率 用 概率 乘法 求 得 。 

当 c=1 时 , 真实 船 位 落 在 误差 四 边 形 内 的 概率 为 P=68.3%x68.3% = 46.6% ， 该 四 边 形 
称 为 标准 船 位 误差 四 边 形 ; 

当 c=2 时 ， 真 实 船 位 落 在 误差 四 边 形 内 的 概率 为 P=95.4%x95.4%=91.1% ， 该 四 边 形 
称 为 2 倍 标准 船 位 误差 四 边 形 ; 

当 c=3 时 ， 真 实 船 位 落 在 误差 四 边 形 内 的 概率 为 已 = 99.7% х 99.7%=99.5% ， 该 四 边 形 
称 为 3 倍 标准 船 位 误差 四 边 形 。 
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图 3-7-6 320055 


(DARRER 
两 条 船 位 线 定 位 ， 船 位 误差 也 可 以 用 船 位 误差 椭圆 来 描述 。 
DEM: 两 条 船 位 线 定位 ， 真 实 船 位 落 在 最 概率 船 位 附近 等 概率 密度 的 点 的 轨迹 是 一 椭 


R$. 
如 图 3-7-7 所 示 ， 两 船 位 线 的 交点 尸 是 最 概率 船 位 ， 真 实 船 位 落 在 该 点 的 概率 最 大 ， 设 
两 条 船 位 线 分 别 含有 真 误差 4 和 ， 则 消除 了 真 误差 的 真实 船 位 为 已 。 下 面 将 证 明 忆 ТЕЗ 


率 密度 条 件 下 移动 的 轨迹 是 一 椭圆 。 
I(Ean)y 


IEa)x 





图 3-7-7 船 位 误差 椭圆 
证 明 : 如 见 图 3-7-7， 真 实 船 位 落 在 无 穷 小 区 间 du 和 dv 的 概率 分 别 为 


и? 





ара Ш 
27 
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l Ea 
Е, V2 
ди, dv 是 相互 独立 的 ， 真 实 船 位 同时 落 在 (du ，dv) 区 间 的 概率 为 (真实 船 位 落 在 由 两 
个 无 穷 小 区 间 组 成 的 共同 无 穷 小 区 间 的 概率 )。 














аР, =dP dP, A R (3-7-12) 
| 21E, E, 
在 P' 点 附近 无 穷 小 区 间 的 面积 (无 穷 小 四 边 形 面积 ) 
dS = dxdysing= A 2.06. д 08 | 
sin Ө sin Ө 5їп Ө 


则 真实 船 位 落 在 无 穷 小 区 间 内 的 概率 密度 为 




















„|, 
Л, X dP dP, £: sin 0 ë Js z) (3-7-13) 
"45 Э2лЕ,Е, 
2 2 
若 使 已 点 的 概率 密度 为 常数 ， МЕ + =? 为 常数 。 
因为 x=xsing,v= узїп Ө 代入 上 式 经 整理 得 
1 (3-7-14) 
сЕ, сЕ, 
ѕіп Ө sin Ө 
Е 
Фу = y, -Pa 代入 上 式 得 
5ш Ө 51п 
x? y 
| 3-7-15 
ү Туз ( ) 
为 一 椭圆 ， 得 证 。 


上 式 为 用 斜 坐标 表示 的 船 位 误差 椭圆 方程 ，Vy 和 vy ARAF ( 船 位 误差 矢量 模 ) ， 它 与 
椭圆 的 长 短 半 轴 有 如 下 关系 (由 解析 几何 ， 阿 普 隆 尼 奥 斯 定理 ) : 
a+b=VV +V; + 20У, ѕіпӨ 
在 等 精度 条 件 下 ， 有 
a-5=V27VI-sing 
а+Ь= УЗЕ, Vl+sing 
经 整理 得 在 等 精度 条 件 下 误差 椭圆 长 短 半 轴 为 
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(3-7-16) 


当 c 三 1 时 ， 称 为 标准 误差 椭圆 ; 

当 c 二 2 时 ， 称 为 2 倍 标准 误差 椭圆 ; 
当 c =3 时 ， 称 为 3 倍 标准 误差 椭圆 。 
@@ 真 实 船 位 落 在 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 


由 式 (3-7-13) 求 得 等 精度 条 件 下 (E,， = Е, =E P 点 的 概率 密度 为 


„ (и? у? А 
dP,, ѕіпӨ З) _ sin Жеш 
ds 27E? 2лЕ? 








Jai 


椭圆 面积 8 = лар = E2, W 
ѕіпӨ 


a de 
sin 0 


在 无 穷 小 区 间 内 的 概率 (积分 元 ) 为 上 dg -ceY de 
船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 
P= [е de=-[ е 4207) „їч G-7-17) 


当 c 二 1 时 ， 真 实 船 位 落 在 标准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 Р=39.4%; 

4С=2 时 ， 真 实 船 位 落 在 2 倍 标 准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 Р=86.5%; 

当 5 二 3 时 ， 真 实 船 位 落 在 3 倍 标准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 P= 二 98.9%。 

(3) 船 位 误差 圆 

两 条 船 位 线 定位 ， 船 位 误差 也 可 以 用 船 位 误差 圆 来 描述 。 

外 误差 圆 半径 

根据 解析 几何 中 的 阿 普 隆 尼 奥 斯 定理 : 椭圆 长 半 轴 a 与 短 半 轴 4b 的 平方 和 等 于 该 椭圆 任 
意 一 对 共 思 半 轴 的 平方 和 。 船 位 误差 矢量 模 让, V [ 见 式 (3-7-15)] 是 船 位 误差 椭圆 的 一 对 共 斩 
半 轴 ， 则 船 位 误差 圆 的 半径 为 








К = 4а? +b? = +V? (3-7-18) 
Е Е 
К=+—®, V, =}, КАЕ 
51п Ө sin Ө 
1 
R= v? V? =+— [Е Ет 3-7-19 
+? sinO\ a | 
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两 条 等 精度 船 位 线 任 意 交 角 ( 9) 时 的 船 位 误差 圆 的 半径 为 
,CV2E, 
5їп 0 
以 两 条 船 位 线 的 交点 (最 概率 船 位 ) 为 圆心 ， 上 式 为 半径 所 作 的 圆 称 为 船 位 误差 圆 。 将 式 
(3-7-6)、 式 (3-7-7)、 式 (3-7-8) 代 入 式 (3-7-19) 得 


两 方位 船 位 线 定位 ， 船 位 误差 圆 半径 R=+-- 2 一 VD? +D; 
57°.351п 0 


(3-7-20) 











两 方位 船 位 线 定位 ， 船 位 误差 圆 半径 R= 二 г». рр; 











sin 
EEE EPA Se й 1 1 
两 方位 船 位 线 定 位 ， 船 位 误差 圆 半径 只 = 土 к + 
2sin sin? 7 зїп? 72 


@ 真 实 船 位 落 在 船 位 误差 圆 内 的 概率 

由 于 船 位 误差 半径 与 误差 椭圆 的 长 、 短 半 轴 有 关 ， 则 误差 圆 内 的 概率 也 一 定 与 误差 椭圆 
的 长 、 短 半 轴 有 关 。 

а. 当 b/a=0 时 : 


= үа +b =Va’(l+b’/a’)=a=co (3-7-21) 


例如 两 船 位 线 垂直 相交 ， 在 非 等 精度 条 件 下 ， 一 条 船 位 线 无 误差 ， 此 时 误差 椭圆 成 为 误 
差 带 内 的 一 条 线段 ， 同 样 误差 圆 也 为 误差 带 内 的 圆 ， 其 半径 如 上 式 ， 此 时 ， 误 差 圆 内 的 概率 
同 误差 带 。 

当 c=1 时， 真实 船 位 落 在 标准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 P= 68.3%; 

当 c=2 时 ， 真 实 船 位 落 在 2 倍 标准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 P= 95.4%; 

当 c=3 时 ， 真 实 船 位 落 在 3 倍 标准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 P= 99.7%. 

b. = Ь/а=1 时 : 


椭圆 长 短 半 轴 相等 (a=b)，c 倍 误差 椭圆 的 概率 为 P=1-e” ， 此 时 误差 椭圆 呈 圆 形 ， 半 
BH а; 这 时 误差 圆 的 半径 R=Va? +b = V2a， 其 概率 可 以 套用 c 倍 误差 椭圆 的 概率 的 计算 


式 来 描述 ， 此 时 将 c 替换 为 V2c 倍 误差 椭圆 的 概率 即 为 b/a =1 时 误差 圆 内 的 概率 : 

10650 _в 

Р=1-е? =1-е° (3-7-22) 
当 c= 1 时， 真实 船 位 落 在 标准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 P= 63.2%; 

当 c=2 时 ， 真 实 船 位 落 在 2 倍 标准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 = 98.2%; 

当 c=3 时 ， 真 实 船 位 落 在 3 倍 标准 船 位 误差 椭圆 内 的 概率 为 = 99.99%. 

с. 当 0<b/az<l 时 

误差 圆 内 的 概率 应 介 于 b/a=0 的 概率 和 4b/a=1 的 概率 之 间 ， 如 表 3-7-1 所 示 。 
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表 3-7-1 当 0<b/a<1 时 误差 圆 内 的 概率 


b/a=0( 误 差 带 的 概率 ) blan P-e”) 


с=1 标准 误差 圆 内 的 概率 介 于 68.3%~63.2% 
c=2 二 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 介 于 95.4%~98.2% 
ЕТУІ 
从 上 可 见 ，c 一 定 ， 误 差 圆 内 的 概率 取决 于 椭圆 的 短 半 轴 与 长 半 轴 之 比 ， 且 介 于 pa = 0 
对 应 的 概率 与 Ьа = 1 对 应 的 概率 之 间 。 由 于 在 作 误 差 圆 时 一 般 不 知道 wa 的 值 ， 但 由 前 述 可 
知 圆 内 的 概率 介 于 上 述 两 数值 之 间 。 如 已 知 c= 1， 则 真实 船 位 落 在 标准 误差 圆 内 的 概率 介 于 
68.3% 和 63.2% 之 间 的 某 一 值 ， 由 于 该 值 计算 较 复 杂 , 在 航海 实际 工作 中 没有 必要 把 该 值 求 出 
来 ， 而 只 要 知道 此 时 的 概率 介 于 68.3% 和 63.2% 之 间 即 可 。 
另外 ，c=2 时 误差 圆 的 概率 超过 95%， 航 海上 一 般 采 用 置信 系数 c= 2 来 近似 代替 95% 
误差 圆 ， 则 等 精度 95% 误 差 圆 : 











2.828 已 














R (3-7-23) 
ѕіпӨ 
(4) 船 位 精度 的 评定 
三 种 几何 图 形 的 面积 
等 精度 标准 误差 四 边 形 面 积 
_ АЕ; 
sing 
等 精度 标准 误差 椭圆 面积 
5-6 
ѕіп Ө 
等 精度 标准 误差 圆 面 积 
_2лЕ: 
іп? Ө 


船 位 误差 几何 图 形 内 的 概率 一 定 ， 几 何 图 形 的 面积 越 小 ， 则 船 位 精度 越 高 ， 从 上 述 三 式 
可 见 ， 当 两 条 船 位 线 的 交角 8 趋 近 90°? 时 ， 船 位 误差 几何 图 形 的 面积 最 小 。 因 此 ， 两 船 位 线 
定位 只 考虑 随机 误差 两 船 位 线 的 交角 89 趋 近 90° 最 好 。 这 里 应 注意 ， 船 位 落 在 船 位 误差 几何 
图 形 内 的 概率 与 两 条 船 位 线 的 交角 9 无 关 , 而 最 概率 船 位 的 精度 高 或 低 (几何 图 形 面积 的 小 与 
大 ) 与 两 条 船 位 线 的 交角 8 有关。 

令 真 实 船 位 落 在 该 圆 内 的 概率 为 95%， 求 得 95% 误 差 椭 圆 的 长 、 短 半 轴 以 及 95% 误 差 圆 


的 半径 系数 表 3-7-2 和 图 3-7-8(БД E, 为 单位 )。 
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Ж 3-7-2 95% 误差 椭圆 和 95% 误差 圆 半 径 系 数 表 ( 单 位 无 。) 


1.76 1.79 1.84 1.91 2.11 2.26 2. 45 
6.6 5.06 4.10 3.46 3.02 2.69 2. 45 
5.66 3.27 3.01 2.87 2. 83 
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3-7-8 ”在 不 同 交 角 下 95% 误 差 椭圆 与 误差 圆 的 几何 图 形 比 较 


在 前 述 三 种 船 位 误差 几何 图 形 中 ， 以 误差 椭圆 描述 船 位 误差 最 有 利 ， 因 为 它 能 正确 地 反 
映 船 位 误差 的 大 小 和 方向 (长 轴 方 向 误差 大 ， 短 轴 方 向 误差 小 )。 采 用 误差 圆 描述 船 位 误差 则 
不 能 如 实地 反映 船 位 误差 的 大 小 和 方向 。 在 等 概率 条 件 下 , 误差 圆 与 误差 椭圆 相 比 ( 见 表 3-7-2 
和 图 3-7-8)， 当 8<70°? 时 ， 在 短 轴 方向 上 误差 被 夸大 了 (R>4b)， 而 在 长 轴 方 同上 误差 却 被 忽 
略 了 (R<a)，9 越 小 越 明 显 ， 当 8<30°* 时 ， 船 位 误差 急剧 增加 。 因 此 ， 两 条 船 位 线 定位 避免 
9<30°*， 应 使 6 趋 近 90° 为 最 好 。 

@ 三 种 几何 图 形 的 比较 

а. 船 位 误差 四 边 形 : 非 等 概率 密度 曲线 ， 能 看 出 船 位 误差 的 大 概 分 布 方向 ， 两 条 船 位 线 
的 交角 较 小 时 或 在 非 等 精度 条 件 下 且 两 条 船 位 线 的 精度 差距 较 大 时 ， 其 面积 与 误差 椭圆 差 不 
多 ， 而 且 作 图 简单 ， 所 以 此 时 多 采用 误差 四 边 形 。 

b. 船 位 误差 圆 : 非 等 概率 密度 曲线 , 能 反映 船 位 误差 的 大 小 , 不 能 反映 船 位 误差 的 方向 。 
作 图 较 简 单 。 两 条 及 以 上 船 位 线 定位 采用 该 图 形 可 以 较 方便 地 描述 船 位 误差 。 

с. 船 位 误差 椭圆 : 等 概率 密度 曲线 ， 能 直观 地 看 出 船 位 误差 的 大 小 和 方向 ， 短 轴 方 向 船 
位 误差 小 ， 长 轴 方 向 上 船 位 误差 大 ， 作 图 较 复 杂 。 在 等 精度 条 件 下 ， 长 轴 正 好 位 于 两 条 船 位 
线 交 角 的 锐角 角 平 分 线 上 ， 由 此 得 出 下 述 结论 : 

两 条 船 位 线 定位 (只 考虑 随机 误差 )， 两 船 位 线 的 交点 即 是 最 概率 船 位 。 在 等 精度 条 件 下 ， 
船 位 在 两 船 位 线 交 角 的 锐角 角 平 分 线 方 向 上 误差 大 。 

2. 船 位 系统 误差 的 估计 


如 图 3-7-9 所 示 ， 设 两 条 船 位 线 1- 工 和 开 - 开 只 含有 系统 误差 囊 和 EE,， 两 船 位 线 的 梯 
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0р Mg, ， 两 船 位 线 的 交点 P 为 含有 系统 误差 的 观测 船 位 ， 消 除了 同 号 系统 误差 的 船 位 
为 或， 船 位 误差 的 大 小 为 & 。 消 除了 异 号 系统 误差 的 船 位 为 已 或 ， 船 位 误差 的 大 小 为 
ô» W 
д = JV? +V? —2ЎУ, соз0 (3-7-24) 
& = JV? +V} +2VV, созӨ (3-7-25) 


AP: Vy 和 区 为 船 位 线 矢量 误差 的 模 ， 与 船 位 线 系统 误差 的 关系 为 








代入 式 (3-7-24) 和 式 (3-7-25) 得 船 位 系统 误差 为 
g=- JE +E *-2Ё,Е соз | (3-7-26) 
sin Ө 1 2 1 2 
a-l БУТЕ od (8-7-27) 
sin 0 1 2 1 2 
如 果 两 条 船 位 线 的 系统 误差 相等 E, = Е, = 已 得 
6 = ЕА 2(1—соѕ0) = Е, аве. (8-7-28) 
ѕіп Ө 2 


ô, = Ё... 2(1+с050) = Е, свс© (3-7-29) 
sin Ө 2 





В 3-7-9 ” 船 位 系统 误差 


IT 


此 时 消除 了 同 号 系统 误差 的 船 位 , 位 于 过 两 船 位 线 交 点 所作 的 两 船 位 线 矢 量 (g > g ) 
夹 角 的 角 平 分 线 上 。 该 平分 线 也 可 以 认为 是 一 条 消除 了 系统 误差 的 船 位 线 。 

将 式 (3-7-9)、 式 (3-7-10) 代 入 式 (3-7-26) 得 出 : 

两 方位 船 位 线 定位 ， 船 位 系统 误差 





$ = ее ме D? +D, –2рР, соз Ө 
57°.3sin Ө 
两 距离 船 位 线 定 位 ， 船 位 系统 误差 
6 = D? + D? –2рР, cos 
r 
上 述 结论 的 应 用 将 在 专业 课 中 阐述 。 


三 、 三 条 船 位 线 求 船 位 及 其 船 位 误差 

1， 随 机 船 位 误差 三 角形 的 处 理 

如 果 三 条 船 位 线 只 含有 随机 误差 ， 得 到 的 误差 三 角形 称 为 随机 船 位 误差 三 角形 。 

(1) 求 最 概率 船 位 

由 本 章 第 六 节 可 知 ， 可 以 由 解析 平 差 求 出 最 概率 船 位 在 随机 误差 三 角形 之 内 ， 同 时 有 以 
下 三 种 等 价 的 说 法 : 

Q@ 到 三 角形 各 边 的 距离 与 相应 的 边 长 成 比例 ; 

@@ 三 条 反 中 线 的 交点 ; 

@ 靠 近 短 边 、 大 角 。 

随机 误差 三 角形 一 般 均 较 小 ， 所 以 在 航海 实践 中 ， 根 据 上 述 @ 靠 目测 ， 在 误差 三 角形 内 
标 出 最 概率 船 位 。 

(2) 最 概率 船 位 的 误差 

三 条 船 位 线 求 得 的 最 概率 船 位 的 误差 通常 用 船 位 误差 圆 来 描述 较为 方便 。 以 最 概率 船 位 
为 圆心 ， 船 位 误差 圆 的 半径 为 






Es Ez +E} E? +E, E; 


oo3 


一 
Е? sin 0,, + Ез sin’ Ө, + E? sin? Ө, 


式 中 : E,,E,,E, 分 别 为 三 条 船 位 线 的 随机 误差 ，8.,,8,,,8,, 分别 为 每 两 条 船 位 线 之 间 的 夹 角 
( 即 三 角形 的 内 角 ) 。 
三 条 方位 船 位 线 定位 时 ，E, =aD, =0,D, E, =0,0,, Жо =0,=0,=0,, M] 


220 


D? D} + D} D} + D? D} 
573 D, sin’ Ө, ‚ +D, sin? ө, + D, sin? ө, 





三 条 距离 船 位 线 定位 时 ， 如 果 玉 = os =E, =0, =E, =0,, N 
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R=0 жир 235 
ВЕЕ) : 42 НИЕ: 
sin 0 ,+sin 0,+sin’ 0, 


2. 系统 船 位 误差 三 角形 的 处 理 

如 果 三 条 船 位 线 只 含有 系统 误差 ， 得 到 的 误差 三 角形 称 为 系统 船 位 误差 三 角形 。 系 统 船 
位 误差 三 角形 一 般 较 大 ， 可 以 用 抵消 法 消除 系统 误差 。 由 两 条 船 位 线 定位 可 知 : 消除 了 同 号 
系统 误差 的 船 位 ， 位 于 过 两 船 位 线 交 点 Р 所 作 的 两 船 位 线 矢量 (g- ， g, ) 夹 角 的 角 平 分 线 上 。 
该 平分 线 也 可 以 认为 是 一 条 消除 了 系统 误差 的 船 位 线 。 过 船 位 误差 三 角形 的 三 个 顶点 可 以 作 
三 条 这 样 的 船 位 线 ， 其 交点 即 是 消除 了 系统 误差 的 船 位 。 

在 航海 实践 中 , 求 得 消除 了 系统 误差 的 船 位 的 方法 , 通常 是 将 三 条 船 位 线 的 观测 误差 & 同 
时 增加 或 缩小 同一 数值 ， 得 到 一 个 新 的 三 角形 ， 新 三 角形 与 原 三 角形 对 应 顶点 连 线 的 交点 即 
是 消除 了 系统 误差 的 船 位 。 

如 果 三 条 船 位 线 是 等 精度 的 ， 即 书 =E, = E,,， 则 


(三 物 标 分 布 范 围 大 于 180。 

消除 了 系统 误差 的 船 位 在 三 角形 之 内 ， 内 切 圆 的 圆心 ， 如 图 3-7-10 所 示 。 

(2) 三 物 标 分 布 范 围 小 于 180° ( 即 三 物 标 在 用 一 侧 ) 

消除 了 系统 误差 的 船 位 在 三 角形 之 外 ， 中 标 (第 工 条 ) 船 位 线 外 侧 的 旁 切 圆 的 圆心 ， 如 图 
3-7-11 所 示 。 





III z, 


8 3-7-10 三 物 标 分 布 范 围 大 于 180" 船 位 系统 误差 图 3-7-10 三 物 标 分 布 范 围 大 于 180" 船 位 系统 误差 
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思考 与 复习 题 (一 ) 


. 什么 叫 观测 误差 ? 它 的 产生 有 哪些 方面 的 原因 ? 
. 观测 误差 可 分 成 几 类 ? 试 举 例 说 明之 。 
. 系统 误差 与 随机 误差 在 性 质 上 有 什么 区 别 ? 这 种 分 类 是 不 是 固定 不 变 的 ? 
. 消除 系统 误差 的 方法 有 哪 几 种 ? 
. 什么 是 粗 差 ? 在 观测 中 如 何 处 理 粗 差 ? 
什么 是 随机 误差 的 概率 分 布 密度 ? 
. 观测 随机 误差 有 哪些 基本 特征 ? 
. 观测 随机 误差 的 基本 特征 与 正 态 分 布 函数 的 关系 。 
. 利用 正 态 分 布 曲线 说 明 均 方 误差 与 观测 精度 的 关系 。 
. 衡量 随机 误差 的 标准 有 哪些 ? 
. 均 方 误差 的 定义 是 什么 ? 用 均 方 误差 作为 观测 组 精度 的 标准 的 理由 是 什么 ? 
12. 平均 误差 的 定义 是 什么 ? 用 平均 误差 作为 观测 组 精度 的 标准 的 理由 是 什么 ? 
13. 什么 是 或 然 误差 ? 什么 是 观测 值 的 极限 误差 ? 它们 与 均 方 误差 有 何 区 别 和 联系 ? 
14. 用 六 分 仪 测 的 一 系列 太阳 半径 为 : 
15'45",15'50",16'00",16'10",15'55",16'05", 5'45",15'50",15'55”,16'00” ， 并 由 天 文 历 查 得 当天 太 
阳 半 径 为 15'56” 。 求 该 观测 组 的 均 方 误差 。 
15. 对 某 角 度 进行 11 次 观测 ， 求 出 其 真 差 为 : 
—7",+10",+8",—12",+2",—15",+17",—9",—11",+20",—5" o 
(1) 用 前 面 9 次 观测 值 计 算 观 测 组 的 均 方 误差 。 
(2) 用 前 面 7 次 观测 值 计 算 观 测 组 的 均 方 误差 。 
(3) 比 较 所 求 两 个 均 方 误差 ， 可 以 说 明 什 么 ? 
16. 设 某 一 观测 值 的 均 方 误差 为 +0'.6 ， 求 该 观测 值 的 或 然 误 差 及 极限 误差 。 
17. 对 某 基 线 观测 200 次 、 设 每 次 均 方 误差 都 是 +4 cm， 问 200 次 中 : 
(1) 误 差 的 绝对 值 小 于 2.8 cm 的 ， 估 计 有 多 少 次 ? 
(2) 误 差 的 绝对 值 大 于 4.8 cm 的 ， 估 计 有 多 少 次 ? 
(3) 误 差 在 -5~ -8 cm 之 间 的 ， 估 计 有 多 少 次 ? 
18. 真 方位 (ZF )= 罗 方位 (LF унс ) 自 差 (6 )。 已 知 罗 方位 、 磁 差 、 自 差 的 均 方 误差 
分 别 为 +0".5 、+0?".1 、+0°.3， 求 真 方位 的 均 方 误差 。 
19. 天 文 船 位 线 的 截 距 Dh = А. – h, th: ЖН З 次 观测 值 平 均 求 得 ， 且 每 次 观测 均 方 误 
差 为 +1 ， 态 由 计算 而 得 ， 其 均 方 误差 为 +0'.2 ， 求 截 距 均 方 误差 。 
20. 8 4=48-3С, ЦЯ В 的 均 方 误差 Ms =+0'.7 ，C 的 均 方 误差 Mc =+1'.2， 求 4 的 均 
方 误差 Mi 。 
21. 已 知 灯塔 高 度 厂 ， 并 测 得 它 的 垂直 角 a ， 可 运用 公式 D = Н cota 求 得 灯塔 与 船 之 间 
的 距离 。 设 灯塔 的 高 度 及 测 垂直 角 的 均 方 误差 分 别 为 M, 、M,， 试 写 出 距离 的 均 方 误差 公式 。 
22. 设 在 海上 观测 天 体高 度 的 精度 为 +1'.2， 如 果 不 考虑 眼力 疲乏 因素 的 影响 ， 要 把 你 的 
观测 结果 的 精度 提高 到 +0'.5 或 +0'.3 ， 至 少 要 用 几 个 观测 值 进行 平均 ? 


\© о ww 一 


а ка 
г. о 
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23. 甲乙 两 人 对 某 一 基线 进行 丈量 结果 如 下 : 

甲 观 测 9 次 : 75.41 m、75.34 m、75.27 т. 75.18 т. 75.23 m、75.39 т. 75.46 т. 75.22 m, 
75.29 m; 

乙 观 测 4 次: 75.44m, 75.39 т. 75.24 т. 75.37 т 

(1) 问 两 人 丈量 结果 基线 长 各 为 多 少 ? 

(2) 每 组 的 均 方 误差 及 算术 平均 值 的 均 方 误差 各 为 多 少 ? 

(3) 哪 组 丈量 较 精确 ? 哪 一 个 算术 平均 值 较 精 确 ? 

24. 对 某 角度 进行 等 精度 7 次 观测 : 73°42'.2, 73°42'.9, 73°42'.4. 73°42'.2. 73°42'.5„ 
73°42'.3 、73°42'.4: 

(1) 观 测 中 有 没有 粗 差 ( 设 极 限 误差 为 2m)(? ) 

(2) 求 观测 结果 及 均 方 误差 。 

25. 六 分 仪 指标 差 1= -了 (n+ 站 ， 厂 是 太阳 上 边 与 其 影 象 相 切 的 读数 ，7: 是 太阳 下 边 与 
其 影 象 相 切 的 读数 。 现 I、J 各 测 5 次 的 数值 : 

h, 3210" 、32'20" 、32'15" 、32'25" 32'10" 

I, -32'10” 、-32'15” 、-32'20” 、-32'10” 、 —32'05" 

求 指标 差 的 均 方 误差 М, o 


思考 与 复习 题 (二 ) 


1. 什么 叫 最 小 二 乘法 ? 

2. 什么 叫 观测 方程 组 、 误 差 方程 组 、 法 方程 组 ? 它们 是 怎样 构成 的 ? 

3. 怎样 从 线性 观测 方程 组 (或 误差 方程 组 ) 直 接 列 出 法 方程 组 ? 

4. 在 八 个 等 距 罗 经 航向 上 测 得 磁 罗 经 剩余 自 差 列 表 如 下 。 自 差 函 数 为 
(Н) = A+ Bsin Н + Ссоз Н + Dsin2H + Е cos2H 








各 航向 上 自 差 观 测 值 等 精度 ， 试 求 4、B、C、D、E 最 或 是 值 。 
5. 船 位 线 法 式 方程 是 怎样 构成 的 ? 

6. 船 位 线 法 方程 组 是 怎样 构成 的 ? 

7. 什么 叫 反 中 线 ? 

8. 已 知 三 条 等 精度 船 位 线 的 观测 方程 组 为 : 


xcos30° + ysin 30° = +1'.0 
xcos150°+ ysin150 = +1'.0 
xcos 270° + ysin 270° = —0'.5 


试用 解析 法 、 图 解法 和 反 中 线 法 求 最 或 是 船 位 ， 并 比较 是 否 一 致 。 
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思考 与 复习 题 (三 ) 


. 何谓 船 位 误差 四 边 形 ? 怎样 用 船 位 误差 四 边 形 来 说 明 船 位 精度 和 散布 方向 性 ? 

. 船 位 散布 ( 改 为 分 布 如 何 ) 的 等 概率 密度 曲线 是 什么 ? 在 哪 一 点 概率 密度 最 大 ? 

. 怎样 用 误差 椭圆 来 说 明 船 位 精度 和 散布 方向 性 ? 

. 怎样 用 两 线 的 误差 四 边 形 和 误差 椭圆 面积 来 说 明 船 位 的 精度 ? 

. 什么 叫 船 位 误差 圆 ? 误差 圆 半径 与 误差 椭圆 的 主 半径 之 间 存 在 什么 关系 ? 

. 船 位 均 方 误差 圆 半径 的 基本 公式 是 怎样 的 ? 

. 两 线 船 位 均 方 误差 圆 半径 公式 是 什么 ? 

. 两 星 船 位 均 方 误差 圆 半 径 公式 是 什么 ? 试 根据 该 公式 讨论 提高 双星 船 位 精度 有 哪些 


oo чох л A оу мю 一 


9. 三 线 船 位 均 方 误差 圆 半径 公式 是 什么 ? 

10. 三 星 船 位 均 方 误差 圆 半径 公式 是 什么 ? 试 根据 该 公式 讨论 提高 三 星 船 位 精度 有 哪些 
жж? 

11. 多 条 等 精度 且 方 位 均 方 分 布 船 位 线 时 ， 船 位 均 方 误差 公式 是 什么 ? 在 实际 应 用 中 有 
什么 意义 ? 

12. 比较 误差 四 边 形 、 误 差 椭圆 、 误 差 圆 的 优 缺 点 。 
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第 四 全 ”球面 曲线 


第 一 节 球面 坐标 


要 确定 点 在 球面 上 的 位 置 或 研究 球面 曲线 方程 ， 就 必须 建立 球面 坐标 系 。 球 面 坐标 系 有 
两 类 : 

(1) 球 面 极 坐标 系 ; 

(2) 球 面 正切 坐标 系 。 

极 坐标 系 与 航海 关系 最 为 密切 ,所 以 本 节 着 重 研究 极 坐 标 系 。 

一 、 球 面 极 坐标 系 

如 图 4-1-1 所 示 ， 该 坐标 系 的 建立 首先 取 具 有 某 一 特定 意义 的 大 圆 ( 称 为 基本 大 圆 ， 如 地 
球 上 的 赤道 ) 的 一 个 极 (正如 地 球 上 的 地 极 ) 作 为 极 坐标 的 原点 P， 再 取 过 原点 与 球面 上 男 一 具 
有 特定 意义 的 点 g( 如 地 球 上 的 格林 尼 治 天 文 台 ) 


的 大 圆 作为 极 轴 。 图 4-1-1 H p HAAG Z м2 


一 极 , pgg 为 极 轴 , т 为 球面 上 某 一 点 , 于 是 m 


的 坐标 可 用 大 圆 弧 рт =p 和 Lgpm =9 来 确 | 
定 。 这 就 是 球面 极 坐标 系 。 
但 在 航海 上 ， 通 常 不 是 采用 上 述 的 p 和 0 


表示 点 的 位 置 ， 而 采用 6 所 对 应 的 基本 大 圆 上 
的 ат(=А) 和 普 点 至 基本 大 圆 的 大 圆 弧 
Мт(= p) 表示 (如 地 球 上 的 经 纬度 ) 。 
显然 两 种 方法 的 性 质 是 一 样 的 ， 即 
үе: 
р=90-ф 
在 航海 学 和 天 文学 中 的 地 理 坐 标 系 ,赤道 坐标 系 、 黄 道 坐 标 系 和 地 平 坐标 系 都 是 以 p 和 1 
的 形式 表示 的 极 坐 标 系 。 
地 球 上 的 地 理 坐 标 系 是 以 赤道 gg 和 格林 尼 治 午 圈 ( 图 4-1-2 HRI p gp ) 作 为 球面 直角 坐 
标 系 ( 属 极地 坐标 系 ) 的 坐标 轴 ， 它 的 几何 极 是 北极 和 南极 ， 而 原点 是 赤道 和 格林 尼 治 午 圈 的 


q' 


4-1-1 球面 极 坐 标 系 
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交点 g 。 地 面 上 mm 点 可 用 坐标 纬度 和 4 表示。 坐标 的 计量 是 以 基本 大 圆 (赤道 ) 为 准 ， 向 北向 
南 各 从 0° 到 90"， 位 于 北极 一 方 者 为 北 

纬 ， 反 之 则 为 南 纬 。 坐 标 4 的 计量 是 以 њ 

格林 尼 治 午 圈 为 准 ， 向 东 向 西 各 从 0° 

到 180"， 位 于 格林 尼 治 以 东 者 为 东经 ， 8 

反之 为 西 经 。 

二 、 球 面 正切 坐标 系 

在 该 坐标 系 中 ,同样 也 是 取 两 个 互 
相 垂 直 的 大 圆 弧 作 为 坐标 系 的 基本 大 l 
圆 ， 如 图 4-1-3 中 的 大 圆 弧 XPX 和 аии j 
JP 有 ， 其 中 一 个 交点 己 称 为 原点 ,天 和 
х ÆA KRI ҮРҮ' ЮК, ҮШҮ 是 大 
圆 弧 ХРХ' 的 极 ，m 为 球面 上 任意 一 点 
其 坐标 为 : 

=Рт, Ps 
у=Рт, 

点 т, EKAI Уну Б XPX 的 交 图 4-1-2 地 理 坐 标 系 
点 ,点 my 是 大 圆 弧 XmX 和 YPY 的 交点 。 

该 坐标 系 之 所 以 取 名 为 正切 坐标 
系 ， 系 因 球面 大 圆 弧 、 球 面 椭圆 和 球面 
双 曲 线 等 的 球面 曲线 方程 与 平面 上 统一 
曲线 (球面 上 的 大 圆 弧 对 应 于 平面 上 的 
直线 ) 方 程式 形式 相似 , 只 是 在 平面 各 方 
程式 的 各 数 前 冠 以 正切 函数 即 可 获得 球 
面 上 相应 的 方程 式 。 X 

在 平面 上 , 双 曲 线 方 程式 为 
х? 


S-A TERE ENRE 
则 为 





tan x tan ) < 
ап? 2 tan’ 
又 在 图 4-1-3 P т,т= у’, тт= х 称 4-1-3 ”正切 坐标 系 和 极 坐标 系 
x 和 y 为 m 点 的 辅助 坐标 ,在 求证 大 圆 
弧 和 球面 双 曲 线 等 的 球面 曲线 的 正切 坐标 系 方程 式 时 ， 要 用 到 辅助 坐标 ， 因 此 需要 证 明正 切 
坐标 系 与 辅助 坐标 间 的 关系 。 该 关系 可 由 直角 三 角形 Ymm, (人 Ymm ,= 90`) 求 得 


1 








tan х' = tan xcos y 
геоде ЧЫР (4-1-1) 
sin x = sin x’ sec y 
sin у = sin y'sec x' 
三 、 正 切 坐 标 系 与 极 坐标 系 间 的 关系 
在 图 4-1-3 中 ，m 点 的 极 坐 标 为 p 和 6 ， 正 切 坐 标 系 坐标 为 x 和 y 。 它 们 之 间 的 关系 可 由 
直角 三 角形 Pmm, 和 Pmm, 求 得 
p (4-1-2) 
tan y = tan psin Ө 


上 两 式 经 变换 可 得 


tan? x+ tan’ y = tan? p 
2 
(4-1-3) 
tan? р 
tan? у 
tan? p 


cos? Ө = 


sin? Ө = 





第 二 节 球面 曲线 


和 平面 上 一 样 ， 球 面 上 也 有 各 种 曲线 。 因 采用 不 同 的 坐标 系 ， 所 以 曲线 方程 式 的 形势 也 
有 所 不 同 。 本 节 一 和 二 将 从 数学 角度 推导 出 大 圆 弧 、 小 圆 、 恒 向 线 和 恒 位 线 等 的 极 坐标 系 方 
程 ， 而 本 节 则 从 航海 实际 角度 推导 出 以 坐标 和 表示 的 大 圆 弧 、 小 圆 、 恒 向 线 和 恒 位 线 等 的 极 
坐标 方程 。 

一 、 极 坐标 系 球面 曲线 方程 

І. 极 坐 标 系 的 大 圆 弧 方程 式 

在 图 4-2-1 F, P 为 极 坐 标 系 的 极 ，PX 为 
极 轴 ，YPY' 为 通过 Р 点 并 与 极 轴 垂 直 的 大 圆 
弧 。 设 所 求 大 圆 弧 KmK' 交 PX 于 4、 交 PY 于 
В, 并 命 PA=a,PB=B， 人 LP4B=4， m 为 该 ^ 
大 圆 弧 上 任 一 点 ， 其 坐标 (2,9) 。 

由 球面 直角 三 角形 P48B ， 得 

cot А = sin с сої 8 
由 球面 三 角形 Рта, 48 
cot оѕіп а = cot Asin Ө + соѕӨсоѕа 


将 cot A = ѕіпа cot 8 代入 上 式 ， 得 ааа 


cot рѕіп а = sin с сої Вѕіп Ө + cos Өсоз@ 
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即 
cot p = cot @ cos 8 + cot 2 sin Ө (4-2-1) 
上 式 即 极 坐标 系 的 大 圆 弧 截 距 式 方程 。 
若 要 求 大 圆 弧 的 极 坐 标 系 两 点 式 方程 ， 则 通过 下 述 三 联 立 方程 : 
cot p = cot æ cos 8 + cot 2 sin Ө 
cot p, = cot æ cos 0, + cot 2 sin Ө, 


cot p, = cota соз Ө, + cot 2 sin 0, 
经 化 简 整理 即 可 得 为 


coSO соѕ0, 
cot p, -cot о ——— сої р, 一 cotD 
cos _ соз @ (4-2-2) 

sin Ө -costang іп, – соѕ0, їапӨ 





即 
5ш(Ө, – 6) Е 5ш(@ – 0) 


cot p= cot 
Рп, -0) Р эө.) 








сої р, (4-2-3) 


2. ЖАЖА В 1° AMARE 

在 图 4-2-2 F, Р 为 极 坐 标 系 的 极 ，PX 为 极 轴 。 设 所 求 球面 半径 为 > 的 小 圆 的 极 在 已 点 。 
m 为 该 小 圆 任意 一 点 ， 其 坐标 值 为 (p,0) 。 

显然 

p=r (4-2-4) 

上 式 即 小 圆 圆心 为 极 的 极 坐 标 系 的 小 圆 弧 方程 。 

З. 极 坐 标 系 的 椭圆 方程 

在 图 4-2-3 中 ,FF 和 下 表示 球面 椭圆 的 焦点 。 作 过 Е. РЕКА, ЭЕ КАК ЕНН 
点 己 作 为 极 坐 标的 极 ， 并 把 PF 作为 极 轴 。 球 面 椭圆 上 任 一 点 m(p,9) Жл ЕК ЖП КЇЙ. Ч 
之 和 是 一 常数 ， 并 以 2a 表示 之 ， 则 球面 椭圆 的 长 半 轴 РА = a ,又 以 8 表示 球面 椭圆 的 短 半 轴 
PB ， 并 以 c 表示 从 椭圆 中 心 到 其 焦点 的 距离 PF o 


КОЙ", d A, 
ЖЕ 


图 4-2-2 极 坐 标 系 中 的 小 圆 弧 图 4-2-3” 极 坐标 系 中 的 椭圆 
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在 球面 直角 三 角形 РВЕ 中 ， 有 


Bp 


cosc = EZ (因为 BF = ВЕ' =a) 
соѕ 8 


cos? 0 


sin c=1-— 
cos 8 





在 球面 三 角形 PFm 和 和 PF”m' 中， 有 


所 以 


即 


即 


将 式 (a) 和 (b) 平 方 ， 


二 式 相 加 


因为 


所 以 


соз mF = соз Dcosc+Sin psin c cos 8 


cos тЕ' = cos p cosc — sin psin c cos Ө 
cos mF + cos тЁ' = 2 cos p cosc 


mF+mF'_  mF-mF' 
ман =ч сос = 2с05 pcosc 


mF — mF' 
cosa а = соз p COSC 


соѕтЕ — соз тЁ' = 2sin psin ccos 0 


mF-mF' . тЕ-тЕ' 


. . mF-mF' . ; 
ЗЕН Ain рве 


—2sin = 2sin psin c cos 0 


得 


mF —mF' 
cos? EE 08. = COS? pP COS? сѕес? Q 


. , „mF — mF" . . 
人 = sin? psin’ ccos’ Өсѕс? а 


1 = cos? pcos’ сѕес? q + sin? psin’ ссоѕ? Өсѕс? а 


cos?’ а 
2 


cos“ 8 


cos’ с = 











2 2 
cos'a . cos а 
cos? @ = cos? p +5іп? pctg’ a cos? ohi 一 | 


cos? 8 соѕ 8 


(а) 


(b) 


(с) 


(4) 
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上 式 移 项 整理 ， 可 得 


соѕ Ө ѕіп? Ө 
csc? p = 








ѕіп? а sin 8 
Вр 


3 cos? Ө ү sin OO ， cos Ө sin’ 0 
sin"w sin 8 singa sin £ 











_ cos?’ 0 — cos’ Osin’ a Р, sin? Ө — sin’ Osin? 8 


sin’ æ sin’ 8 


= cos’ Өсоѓ æ + sin’ Ocot? 8 


2 cos’ sin?’ 
cot? p = 








tanzw ап? 8 
或 
cot? p — cot? 
соз? Ө = 
cot æ — cot" д 


上 式 即 极 坐 标 系 的 椭圆 方程 。 
4. 极 坐 标 系 的 双 曲 线 方程 
在 图 4-2-4 中 ，F 入 ' 表 示 球 面 双 曲线 的 焦 
м. ЧЕ. ЕКИ, 并 在 该 大 圆 弧 上 取 中 点 
已 ， 以 己 作 为 极 坐标 的 极 ， 并 把 pf 作为 极 轴 。 球 
面 双 曲线 上 任 一 点 m(/p,9) 离开 焦点 fF ЯП Е' 的 距 X 
离 之 差 是 一 常量 ,并 以 2a 表示 之 ,又 以 c 表示 从 
双 曲 线 中 心 到 其 焦点 的 距离 РЕ, ЭЁ їй 


tan’c—tan’o 








tan 8 = Lane ， 则 可 推算 出 该 球面 双 曲 线 
的 方程 为 : 
ёде соѕӨ віп? (4-2-7) 
{ап а ап? 8 
或 


cot’ о—сої* д (4-2-8) 
cot?’ а +сої* 3 

上 式 即 极 坐 标 系 的 球面 双 曲 线 的 方程 。 

二 、 正 切 坐 标 系 的 球面 曲线 方程 

根据 本 章 第 一 节 三 的 正切 坐标 与 极 坐标 系 的 
坐标 间 的 关系 公式 ， 即 可 很 容易 地 将 上 述 的 极 坐 
标 系 的 球面 曲线 方程 转换 为 正切 坐标 系 的 方程 。 


cos? Ө = 


E 4-2-5 EVERA RAAE 
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4-2-4” 极 坐标 系 中 的 双 曲 线 








1. 正切 坐标 系 的 大 圆 约 方程 


在 图 4-2-5 и, Рр 为 正切 坐标 系 的 两 个 坐标 轴 。 该 图 所 有 标号 的 含义 与 图 4-2-1 同 ， 
只 不 过 在 图 上 增加 了 m Am, PAR. m Am, 两 点 是 从 m 点 的 正切 坐标 系 的 坐标 值 。 
将 


tan x = tan p cos 8 
tan y = tan psin Ө 


IRA cot p = cota соѕ0 + сої Вѕіп Ө 公式 ， 可 得 











тап х tan у 
сої p = cot a .一 + сої p- 
їап р tan р 
即 
tan X [апу _, 
{апа tang 
上 式 即 大 圆 弧 的 正切 坐标 系 截 距 式 方程 。 
tanx=tanDcosO 
tan у = tan psin Ө 
代入 公式 
cot p, 一 cot с. cot p, — cot Paa 
cos _ cos 





sin Ө — cos 6, tan 0 5 sin Ө, – cos Ө, їапӨ 


则 得 大 圆 弧 的 正切 坐标 系 两 点 式 方程 : 


їапх—їапх, _ tany—tany, 





tanx,—tanx tany,—tany, 
2. 正切 坐标 系 的 小 圆 狐 方程 


(4-2-9) 


(4-2-10) 


在 图 4-2-6 P, amb 为 菜 一 小 圆 弧 ， 其 极为 P ， 球 面 半径 为 -。 取 PP 点 作为 正切 坐标 系 


和 极 坐 标 系 的 原点 ，PX 和 PY 为 正切 坐标 系 的 轴 。 

т 点 为 小 圆 上 任意 一 点 ， 其 坐标 为 (zx, 妇 或 (p,0) 。 
将 tan? p = tan? x+ tan? y {RA tan? v = tan? r (ВП 

р= у) Хаќ, Жн] ЛЯН) EVERI FE: 


tan? x+ tan’ y = їап? r (4-2-11) 


3. 正切 坐标 系 的 椭圆 方程 

在 图 4-2-7 P, 4BA'B' 是 一 球面 椭圆 РЕ 
是 其 焦点 。 己 是 极 坐 标 和 正切 坐标 系 的 原点 ，PX 为 
МН, PXA P7 为 正切 坐标 系 的 坐标 轴 。M 为 椭圆 
上 任 一 点 ， 其 坐标 为 (z, 妇 或 (p,9) 。 


СГ; 
7 


图 4-2-6 “正切 坐标 系 的 小 圆 弧 
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xX у „| TS 一 xX 
END 


y” 


图 4-2-7 ”正切 坐标 系 中 的 椭圆 


tan? p = tan? x+ tan? у 


tan? x 
cos’ 0 = 


; tan’? 
sin? Ө = y 


ап? x+ tan’ у 


tan’ x+ tan?’ y 


RA сог р = os 9+ 加 9 公式 ， 即 可 得 椭圆 正切 坐标 系 方程 
{апа їап В 


tan x {апу _ 
ап с tan’ 8 








4. 正切 坐标 系 的 双 曲 线 方程 

ТЕЁ 4-2-8 F, аАтЬ 是 球面 双 曲 线 , РЕЖЕ 
是 其 焦点 。P 为 极 坐标 系 和 正切 坐标 系 的 原点 ， 
РХ 为 极 轴 ， РХ 和 PY 为 正切 坐标 系 坐 标 轴 。m 
点 为 曲线 上 任意 一 点 ， 其 坐标 为 (x,y) 或 (p,0) 。 

将 


tan? p = tan? x+ tan? у 


e ишн... е 
tan x+tan у 
sm0=— “17 _ 
tan? x+ tan? у 
RA сог р 905 0 _ біп Ө 公式 ， 则 可 得 双 曲 线 
апа tan’ £ 
正切 坐标 系 方程 为 


90 


人 


1 (4-2-12) 


ү 


e 


K, 
< 


图 4-2-8 正切 坐标 系 中 的 双 曲 线 


ї{ап°х ап? у 
(ап? а tan’ 8 
三 、 航 海 常 用 球面 曲线 的 极 坐 标 方程 
1. 极 坐 标 系 的 恒 向 线 方程 


=1 








(4-2-13) 


在 图 4-2-9 H, Р, 表示 地 球 的 北极 PgqP 表示 格林 尼 治 天 文 台 的 午 圈 ， 它 们 分 别 为 极 坐 
标 系 的 极 和 极 轴 。 地 面 上 任 一 点 的 位 置 可 用 纬度 g 和 经 度 4 示 之 , g=90-p,，09=4 .例如 M, 


为 球面 上 一 点 ， 其 坐标 为 (p.,1)， 即 
p, =90 - РМ, =90 -p,; @=А 

在 地 球面 上 ， 与 所 有 子午 线 交 角 皆 相等 的 
点 的 轨迹 称 为 恒 向 线 (等 角 航线 )。 船 舶 在 地 球 
面 上 沿 固 定 航向 航行 ， 它 的 航 迹 即 为 恒 向 线 。 
恒 向 线 是 双重 曲率 的 球面 螺旋 线 。 趋 向 地 极 ， 
但 不 能 通过 地 极 。 

从 图 4-2-9 看 出 , 恒 向 线 MN 与 所 有 子午 
线 的 交角 为 航向 ( 力 。 在 M,N 上 取 彼 此 非常 接 
近 的 两 点 MAIM, 。 通 过 M 和 M, ETF 
PME 和 PM,F 以 及 等 伟 度 圈 4M,B 。AM,B 和 
PME 相交 于 点 。 那 么 ， 可 将 球面 微量 小 三 
角形 M,M,D 视 为 平面 直角 三 角形 ， 因 此 得 

DM, = DM, tan H 
即 
AW = Аф{апН 
而 


AW = ап H-E Аф 
coso 
通过 微分 后 ， 上 列 方程 可 写 为 


di = mg e 


上 式 中 的 tan H 是 常数 ， 如 果 对 它 积分 求 从 (p4) ®Ї(ф,, А„) 的 恒 向 线 方程 ， 


Гаал A dp 


л @ т 9 
2510(— + = 一 十 一 
вш. ш” 2) 


пф 
(2+2 
cot(4+ 2) do 


=tanH = tan H| 一 一 一 
ni AEA Е ап, + 2 


t = Же 
ап(® +$ ) 


E 4-2-9 极 坐标 系 中 的 恒 向 线 





则 
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所 以 
йй. = an H| tons +) а) (4-2-14) 
上 式 即 为 极 坐 标 系 的 恒 向 线 方程 。 
如 果 取 赤道 与 恒 向 线 的 交点 M (0,4) 作为 恒 向 线 的 起 点 ， 则 恒 向 线 方程 (4-2-14) 可 改写 


л 
А=А, наон + 分 ) 

2. 恒 向 线 的 极 坐 标 系 方程 

设 从 地 球面 上 未 知 坐 标的 船舶 К 用 无 线 电 
测 向 仪 ( 测 向 用 仪器 ) 测 得 已 知 的 指向 标 М 的 大 
圆 方位 为 x (如 图 4-2-10 所 示 )， 则 与 该 指向 标 
(定点 ) 大 圆 方位 相等 的 点 的 轨迹 天 ,天 ,天 ,天 … 
叫 恒 位 线 。 

根据 四 联 公式 可 求 得 恒 位 线 的 极 坐标 方程 
为 

cot æ = tan Ø, cos фсѕсЛА — cot ЛА sin ф 

(4-2-15) 

式 中 : A =A, -4; 0 ,9 ,一 一 恒 位 线 参 数 ; 
9 ,4 一 一 测定 时 的 船 位 坐标 。 

应 注意 ， 测 者 ( 船 位 ) K (天 ,KK,…) 对 指向 
标 M 的 大 圆 方位 是 测 者 午 圈 Р КР 与 测 者 所 测 
物 标 м 的 大 圆 弧 KM 之 间 所 夹 之 角 。 

3. 以 坐标 (g, 作 表示 的 大 圆 缴 极 坐标 系 方 


在 图 4-2-11 F, gg 为 地 球 赤道 ， 忆 为 地 
球 北极 ，P ggPP GOP АҢ. УК аЬ 为 所 求 的 
KAM, с 为 起 其 极 ， 坐标 为 (Wh,4,)。m 为 大 





图 4-2-11 大 圆 弧 的 极 坐 标 方程 


圆 弧 上 任 一 点 ， 其 坐标 为 (9,4 )。 在 球面 直 边 三 角形 Pem (因为 弧 cm=90°) 中 ， 根 据 球 面 余弦 


ді, 有 
cos90° = sin øsin ф, +соѕфсоѕ(4 – А,) 
Вр 


соѕ(4 – А„) = -tan фїап ф, 
上 式 即 大 圆 弧 极 坐标 系 截 距 式 方程 。 
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如 果 要 求 大 圆 弧 极 坐 标 系 两 点 式 方程 ， 则 应 该 用 上 述 同 样 证 明 方 法 可 得 
_ tang, ѕіп(д -4 )- tan ọ, sin(4 -4 ) 

ў sin(4 – 4) 

4. 以 坐标 (o,4) 表示 的 小 圆 缴 极 坐 标 系 方程 

在 图 4-2-12 F, amb 为 所 求 球面 半径 为 + 的 小 贺 ， 其 坐标 为 (9,4) 。 


їапф 


С; 


а Ча q 


Р, 


4-2-12 “小 圆 驳 的 极 坐标 方程 
在 球面 三 角形 Рст 中 ,根据 球面 三 角形 边 的 余弦 公式 ,可 直接 写 出 球面 小 圆 弧 极 坐标 系 
方程 : 


sin osin ф, + cos ø cos Q, cos(4—A)= cosr 


第 三 节 大 地 坐标 转换 


由 于 海 图 使 用 的 坐标 系 往往 和 导航 系统 (例如 GPS) 给 出 的 船 位 坐标 系 不 一 致 ， 造 成 船 位 
在 海 图 上 存在 较 大 的 误差 ， 这 种 误差 可 以 大 到 数 百 米 ， 对 高 精度 导航 来 说 ， 这 种 误差 是 不 能 
接受 的 。 

比如 说 ， 在 船舶 进入 人 工 航道 航行 时 ,采用 我 国 北京 54 坐标 系 的 海 图 ， 利 用 GPS 定位 ， 
如 果 不 进行 坐标 转换 , 将 GPS 船 位 标示 在 海 图 上 将 得 到 错误 的 结果 ,可 能 产生 船舶 搁浅 的 严 
重 后 果 ， 因 此 将 GPS 坐标 转换 到 当地 坐标 系 是 十 分 重要 的 。 

必须 指出 的 是 ， 大 多 数 GPS 接收 机 本 身 就 能 进行 常用 坐标 的 转化 , 但 有 些 接收 机 并 不 提 
供 所 有 坐标 的 互相 转换 ( 绝 大 部 分 国外 品牌 GPS 接收 机 就 不 提供 BJ54 坐标 系 的 转换 功能 )， 
因此 了 解 坐 标 转化 原理 是 十 分 必要 的 。 

一 、 坐 标 系 介绍 

航海 中 主要 使 用 地 球 坐标 系 。 它 是 固定 在 地 球 上 ， 并 与 地 球 一 起 转动 的 坐标 系 ， 主 要 用 
来 表示 地 面 点 群 之 间 的 相对 位 置 和 确定 空间 点 群 间 的 相对 位 置 。 

按 坐标 系 原点 所 在 位 置 不 同 ， 地 球 坐标 系 又 可 分 为 : 地 心 坐标 系 (以 真实 地 球 质 心 为 坐标 
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原点 ) 和 参 心 坐标 系 (以 参考 椭 球 中 心 为 坐标 系 原 点 )。 

按 其 中 点 位 坐标 值 的 表示 方法 不 同 , 地 球 坐 标 系 又 可 分 为 直角 坐标 系 (以 也 7Z 表示) 和 大 
地 坐标 系 (以 4,g, 玉 表示 )。 

于 是 ， 针 对 地 球 坐 标 系 可 进一步 划分 为 地 心 直 角 坐标 、 地 心 大 地 坐标 系 和 参 心 直角 坐标 
系 、 参 心 大 地 坐标 系 。 

我 国 常 用 坐标 系 如 下 : 

1. 世界 大 地 坐标 系 (World Geodetic System 简称 WGS) 

20 世纪 60 年 代 以 来 ， 美 国 和 苏联 等 国家 利用 卫星 观测 的 资料 ， 开 展 了 建立 地 心 坐 标 系 
的 工作 。 美 国 国防 部 曾 先 后 建立 过 世界 大 地 坐标 系 WGS 一 60,WGS 一 66 和 WGS 一 72， 并 于 
1984 年 开始 经 过 多 年 的 修正 和 完善 建立 起 更 为 精确 的 地 心 坐 标 系 称 为 WGS 一 84。 

2. 1954 年 北京 坐标 系 

采用 了 克拉 索 夫 斯 基 顶 球 参数 ,并 与 苏联 1942 坐标 系 进行 联 测 , 通过 计算 建立 的 我 国 大 
地 坐标 系 。 

3. 1980 西安 坐标 系 

为 适应 大 地 测量 发 展 的 需要 , 我 国 于 1978 年 决定 建立 我 国 新 的 坐标 系 , 新 的 坐标 原点 设 
在 我 国 中 部 西安 市 附近 。 它 是 在 1954 年 北京 坐标 系 基础 之 上 综合 利用 天 文 、 大 地 与 重力 测量 
成 果 建 立 起 来 的 。 

二 、 坐 标 换算 的 数学 模型 

1. 点 的 直角 坐标 变换 

НАЖА о, [0,2,2,,2.], АЖА о, [о',ё,ё,е] ， 点 己 在 旧 坐 标 系 中 坐标 值 


(Х, У,2), ЖАНАМА (х, У", 27), ОНА НААМА (х, у, 2°), ， 则 





(其 中 ，4 ЕЕ, ВЖ. Ж а" г уе, ЗИН) 





х X X, 
Y |=А|Ү|-А|Ү, 
A Z Z 











2. 不 同 空 间 直 角 坐 标 系 的 换算 

两 个 不 同 空间 直角 坐标 系 间 的 坐标 变换 ， 要 综合 考虑 坐标 原点 的 平移 参数 坐标 轴 的 旋转 
以 及 由 于 两 个 坐标 系 的 尺度 因子 不 尽 相 同 而 引起 的 尺度 变化 。 

设 有 两 坐标 系 O- ХҮ2 和 0O'-XYZ'， 并 设 坐 标 原点 平移 参数 为 AX" ,AY" , AZ 及 尺度 变 
化 为 K ， 则 空间 直角 坐标 系 的 变化 公式 为 








Х,| [АХ 1 Е -Е,|Х, 
Y, |=| aY |+(1+К)|-Е 1 Е (у (4-3-1) 
z, | |Az E, -E 1 (|7 




















AP: X,Y, Z ЖАИА НАА: 
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Xr 某 点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 ; 
AX ,A7 ,AZ 一 一 平移 转换 参数 ， 即 原 坐 标 系 原点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 ; 
一 个 无 量 纲 值 ， 它 表明 两 空间 直角 坐标 系 长 度 标准 的 差异 或 尺度 
比 与 1 之 差 ); 
E.,E,,E, 一 一 两 坐标 轴 之 间 的 旋转 角 。 

坐标 公式 表明 ， 由 于 存在 欧 拉 角 和 尺度 因子 K， 使 得 任意 点 的 坐标 变化 量 AX' ,AY',AZ' 
不 等 于 坐标 原点 的 平移 参数 AX , AY ,AZ 。 

如 果 知 道 了 一 个 坐标 系 对 另 一 个 坐标 系 原点 的 平移 参数 AX , AY ,AZ ,网 拉 角 (E.,E,,E.) 
及 尺度 因子 K ， 就 可 以 根据 坐标 变换 公式 实现 两 空间 直角 坐标 系 间 的 坐标 变换 ， 从 而 可 以 求 
得 地 面 点 在 不 同 空间 直角 坐标 系 中 的 坐标 值 。 

3. 空间 直角 坐标 系 同 大 地 坐标 系 间 的 关系 




















X = (№ + Н)соѕфсоѕ 4 
Y =(N + Н)соѕфѕіп А (4-3-2) 
7 =[М@-е?)+ Н]ѕіпд 
式 中 : 一 一 椭 球 卯 丁 圈 曲率 半径 ，N = 一 一; 
(1-е? sin’ ф) 
Н 一 一 点 治 法 线 至 椭 球 面 的 距离 ; 
一 偏心 率 的 平方 ，e =2a-a 。 
至 此 ， 我 们 可 以 得 到 第 一 组 不 同 大 地 坐标 系 间 的 坐标 变换 模型 : 
(1) 根 据 @(4-3-2) 式 将 点 位 的 原 大 地 华 标 (入, 太 ， ) 变 换 为 直角 坐标 (xy гь): 
(2) 根 据 (D(4-3-1) 求 算 点 位 在 新 坐标 系 中 的 大 地 坐标 (х, ,ys ,zs ) ; 
G) 根 据 下 式 求 算 点 位 在 新 坐标 系 中 的 大 地 坐标 (3 ,由 Ha ) : 
Ay = arctan = 
се? се іф 
= агсїап[—-————+-—————————— |[...... 4-3-3 
i луге тет к 
m= ух + Ya a 
cos Éy, 
Ж: c=a°/b; 
一 偏心 率 的 平方 ; 
二 偏心 率 的 平方 ; 





一 一 川西 圈 曲 率 半 径 。 
利用 (4-3-3) 式 时 应 注意 到 : 
首先 ，4 的 求 取 为 一 迭代 式 ， 利 用 计算 机 处 理 时 ， 可 令 有 =z /VY 三 + 太 ， 直 到 
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[#—@|<є (Шє=107), BIR ELAR RAR АА ЗЕ ЗЕ ЖЕ КАЛАК б. HAK DEE 
出 Н„ Їй ЖИЙ ЗЛЕ. д, 的 工作 完成 后 进行 。 

这 样 ， 就 可 以 得 到 满足 一 定 精 度 的 大 地 坐标 ($,%4, Hi ) 。 

А П. ВР, ДОКИ МИК. 

由 (4-3-2) 式 可 知 : ЯКС Ж (а, с) 1. КАБА (д, p Н) 由 于 某 种 原因 发 生 了 变化 ， 
则 (X,Y,Z) 必 随 之 变化 。 也 就 是 说 ,点 的 直角 坐标 的 变化 (dx,dy,dz) 可 以 通过 大 地 坐标 的 变化 
(4*^,а*,а“ ) 和 椭 球 元 素 的 变化 (da, de) 来 表示 。 

对 (4-3-2) 式 取 全 微分 ， 并 经 过 一 系列 转换 再 简化 最 后 整理 得 出 


Аф’ „| а(Ле? +е?Ла)ѕіпфсоѕф + ае“ Ае? sin %фсоѕф – ѕіп фсоѕ ААх 
-sin фвїп АЛу + соз фАг]— E, sin 2 + E, соѕ4 | 


АА =- secø(cos4Ay -sin ААх)+ tan фіз Е, — Е, (4-3-4) · 
АН = соз фсоз ААх + соз фвїп АЛу + sin ¢Az — N ( 1- e? sin 22. 
а 

2 
+M (l-e sin Ит 
原 坐 标 系 的 经 度 和 纬度 ; 


-асѕіп 2ф5їп АЕ +асвїп2фсоз АЕ, +a-k 


式 中 : А,ф,Н 








ая EREE, м = 6), 


M 

(1-е? sin g)” 
a 一 一 椭 球 体 的 长 半径 ; 
М Я Ж, М = a 


(1 —e зїп 4)? i 
р" ИРА, р" = Pa 1 = 206264.8062470964 ; 
Аа НАЛИК 26; 
Ла ХАКАН 2 26; 


c 一 第 一 扁 率 ，a = 2—0 (ар ЗРНО KEFA): 





2 


e 第 一 偏心 率 平方 ; 
Де? 第 一 偏心 率 平方 之 差 ，Ae’ = 2(1-а)Ла ; 
А,с,е 为 原 坐 标 系 椭 球 参数 。 
由 (4-3-4) 式 可 知 : 如 已 知 两 坐标 系 的 转换 参数 (a,k,Ax,Ay,Az,E*,E’,E’ ) 可 根据 该 式 求 得 
以 秒 为 单位 的 坐标 改正 值 A4" , AY" KAH ， 进 而 可 按 下 式 求 得 地 面 点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 值 
(taAa Hs) 。 
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三 、 坐 标 转换 问题 

首先 ， 我 们 要 和 弄 清楚 几 种 坐标 表示 方法 。 大 致 有 三 种 坐标 表示 方法 : 经 纬度 和 高 程 、 空 
间 直 角 坐 标 、 平 面 坐 标 和 高 程 。 

我 们 通常 说 的 WGS-84 坐标 属于 经 纬度 和 高 程 ， 北 京 54 坐标 属于 平面 坐标 和 高 程 。 

现在 ， 再 搞 清 楚 转 换 的 严密 性 问题 ， 在 同一 个 椭 球 里 的 转换 都 是 严密 的 ， 而 在 不 同 的 椭 
球 之 间 的 转换 是 不 严密 的 。 举 个 例子 ， 在 WGS-84 坐标 和 北京 54 坐标 之 间 是 不 存在 一 套 转 
换 参 数 可 以 全 国 通用 的 ， 在 每 个 地 方 会 不 一 样 ， 因 为 它们 是 两 个 不 同 的 椭 球 基准 。 

那么 ， 两 个 椭 球 间 的 坐标 转换 应 该 是 怎样 的 呢 ? 一 般 而 言 比较 严密 的 是 用 七 参数 法 ， 即 
对 平 黎 、 了 7 平 黎 、Z 平移 、 蕊 旋转 、 了 旋转 、Z 旋转 、 尺 度 变 化 K。 要 求 得 七 参数 就 需要 在 一 
个 地 区 需要 3 个 以 上 的 已 知 点 ， 如 果 区 域 范围 不 大 ， 最 远 点 间 的 距离 不 大 于 30 km( 经 验 值 )， 
这 可 以 用 三 参数 ， 即 XF., Y FE., ZF, WH X iere, Y 旋转 、2Z 旋转 、 尺 度 变化 KK 
视 为 0， 所 以 三 参数 只 是 七 参数 的 一 种 特例 

现在 举 个 例子 说 明 : 在 大 连 有 一 个 测 区 ， 需 要 完成 WGS-84 坐标 到 大 连坐 标 系 (54 ДИЮ) 
的 坐标 转换 ， 整 个 转换 过 程 是 如 图 4-3-1 所 示 。 
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WGS 84 经 纬度 


WGS 84 空间 直角 


七 参数 转换 


北京 54 空间 直角 


北京 54 经 纬度 


坐标 投影 


北京 54 平面 坐标 


四 参数 转换 


大 连 平面 坐标 


4-3-1 


кеш жс! “Е 





计算 七 参数 计算 三 参数 


投影 参数 设置 


计算 四 参数 


WGS-84 坐标 到 大 连坐 标 系 的 转换 流程 


表 4-3-1 常用 坐标 系 及 到 WGS-84 的 转换 参数 
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